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SYMBOLY A ZNACGENT

Velka pismena oznaduji konstanty, maléd pismena téhoZ typu pro-
ménné. Matice a vektory se zna&i podtrienim. Pruh nad paroviym
¢islem odli%uje parové &islo sdruZené, Pruh nad symbolem po-
sloupnosti (4.3.1-1) symbolizuje aritmeticky primér &lend této
posloupnosti.

Pod funkci log(.) se rozumi pfirozeny logaritmus.

Goniometrické funkce jsou zapisovény jako cos(.), sin(.),
tan(.) a arctan(.), zatimco pro hyperbolické funkce se uZiva
cosh(.), sinh(.), tanh(.) 2 argtanh(.).

Formalizované tvrzeni (definice, axi&my, lemmata, véty a jejich
diusledky) a rovndZ vyznamné motivaéni Ovahy maji podtrZeny nazev
a jejich text je na levé strané& odsazen. XKonec dikazu je na pra-

vé strané& vyznalen Eern{m tro jhhelnikem.

Stranky pfedb&iného textu (obsabu a symboliky) jsou znadeny A.1,
A.2,... Hlavni text vEetné zavéru, seznamu literatury a hlav-
nich pojmi gnostické teorie je strankovan jen &iselné. Vyobra-
zeni nejsou strankovana, maji sva vliastni pofadovad ¢&isla. dsou

umisténa jako posledni.

Pridce je Clenédna do kapitol, ty do &lanktd, které jsou v p¥ipadé
potfeby dale &lenény do odstavel. Je pouZito podiadujici &islo-
vani odstavci. Tak pod symbolem 4.3.1 se rozumi prvni odstavec
tfetiho &lanku &tvrté kapitoly. V té pak je (4.3.1-2) druhym
vzorcem. Definice, axi&my, lemmata a véty se ¢&isluji v celé
praci prubéiné&, disledky vét nesou &islo v&ty a Jdislo disledku
této véty. Tak '"disledek 14.2" znadi druhy dfisledek véty &tr-

nact.

Podrobny p¥ehled ufivan§ych znadek je uveden v z&v&ru prace.



1 (VoD
1.1 Stav problematiky

Vznik a rozvo]j kybernetiky umoZnil prohloubit a metodicky obo-
hatit v§zkum poznévaciho procesu. Po tisicileti byl poznavaci
proces predmétem ryze verbalnich filozofick§ch disputaci,dnes je
i objektem exaktni matematické analjzy. Problém kybernetizace
teorie poznani se stal jednim =z nejaktuélnéjgich Smeru
védeckotechnické revoluce [11, a to nejen pro svij principialni
vyznam, ale i z naléhav§ch praktickych divodt: (sp&ch jeho Fe-

§eni podminuje zavad&ni vysoce automatizovanych vyrobnich,védec-
k¥ch, zdravotnickjch, pedagogickich, vojenskych i dalsich tech-
nologii, zdokonalovani robotd i skuteénou racionalizaci Fizeni
ekonomiky 1 stAtni spréavy. Mezi svétem a milidhy poéitadd, které
maji pomdhat v jeho pozn&vani a Ffizeni, musi proudit =zaplava
informace zpracovavanid vysoce efektivnimi kognitivnimi systémy.
Potitade v3ak potfebuji algoritmy. Cilem proto musi bt takovi
teorie poznévaciho procesu, kter&d povede k spolehlivfm a G&innim

kognitivnim algoritmim.

Istfedni mySlenku kybernetiky spatfuje [1] ve statistickém pFi-

stupu k problému organizace a ¥izeni a — v aplikaci na poznavaci
proces — ve "vnoPeni" poznivaciho systému do statistického,prav-
dépodobnostniho prostifedi. X tomuto pojetl se jesté vratime. Zde
je dileZité podotknout, Ze hromadné vyuzivéani statistickych me-
tod v praxi, umoZné&né rozvojem vypoletni techniky, ukazale na
zdvaiZna omezeni pouZitelnosti statistického pFfistupu v urditich
praktickych podmink&hch, na potiZe plynouci =z rozporu mezi
pFedpoklady statistickych modeld a realitou odraZenou v datech.
Jednou ze z&vaZnych pfid€in tohoto rozporu byla nedostateéna
robustnost statistick¥ch metod. Tomuto problému byla dlouho
vénovéana relativné mal& pozornost, dnes8ni potiZe jsou v¥ak spile
v tom, Ze jiZ existuje prilid mnoho robustnich statistickych
metod,;v né&€kterych podminké&ch Gsp&3nych a jindy selh&vajicich.
Takové metody je v8ak riskantni zaviadé&t do automatizovanych sys-—
témli. ZAvaZné je i teoretické hledisko. Rifizné pFistupy a metody
robustni statistiky se vz&jemn& 1i%1 riznfmi stupni vyuZziti
heuristickych prvkd i svym propojenim s form4dln& dokonaljm
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teoretickym zdkladem nerobustni statistiky. Snad nejzavazné&jsiim
problémem Jje vSak s&m statistick§ model neurditosti. Jako
matematika vibec je statistika obez¥fetn& vybudovéana jako abstra-
hovany, idedlni sv&t. Jeji sz4véry jsou samoziejm& spravné,
jsou~1i-sp1nény jeji predpoklady; to je zajidténo matematickymi
prostfedky. Adekvatnost piijatych predpokladi skutednym jevim je
vSak mmohdy ovériteln& jen obtizn&, zejména nelze-li =zajistit
dostatedné mohutné soubory dat ziskané opakovanym pozorovanim za
srovhnatelnych situaci. Vysledky zpracovéani malych datovych sou-
bord jsou navic citlivé k vyskytu hrubych chyb dat. To vie vede
k pochybnostem o moZnosti vytvofit obecné&ji pouZzitelnou teorii
kvantitativniho poznavaciho procesu na vyhradn& statistickém
zdklad&, i kdyZ takov& teorie by m&la byt se statistikou
konzistentni v piipadech, kdy je statisticky model vhodnym a

osvédlenym popisem reality.

Potfeba nestatistického modelu neurditosti a nestatistickych me-
tod zpracovéani neuréitych dat pro situace, kdy se neurditost vy-
myk& statistickému popisu, byla motivaci vytvoF¥eni teorie ne-
ostryech mnoZin i hnaci silou zna&ného rozvoje této teorie a Je-
jich aplikaci. Fundament&lni problém kvantifikace neurcitosti se
viak v této teorii nefes$i, o mnoZstvi neurditosti dat rozhoduje
subjekt zad&nim hodnot charakteristické funkce dat. Druhym fun-
damentadlnim problémem je zpusob skladani té&chto funkci pFfi vy-
tvafeni neostrych mnoZin. Tento problém se Fesi prijetim axiomi,
jejich%Z opravnénost byva predmétem spori a pochybnosti, moZnéd i
proto, Ze teorie neostrych mnoZin neprivedla zatim k prakticky
vyuZitelnym vysledklm, které by v§yznamné& pFekonavaly vysledky
statistickych metod.

Uvedené Gvahy privedly autora k pokusu vytvorit alternativni te-
orii neuréitosti dat na zadkladé metod a matematickych prostred-
ki, které jsou jiZ dlouho znhmy, avZak které k modelovlni neur-
gitych jevl patrné dosud pouZity nebyly. Vychodiska byla naleze-
na v teorii m&feni, v neeuklidovskych geometriich a ve {fyzice.
V¢sledky a nové poznatky disertace vyloZené v kap.3, 4 2 5 uka-
zuji, Ze nastoupenid netradidni cesta predstavuje Gsp&Sn§y smér
vyzkumu. Kapitola 6 doklada, jak se konkrétni zav&ry vypl§vajici
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z gnostické teorie jiZ uplatnuji ve spole&enské praxi 1 v dalsim
rozvojl védy. Teoretickym i metodickym ot&zké&m aplikaci gnostic-—
ké teorie bylo totiZ nutné vénovat znadné Gsili, nebot po opub-

likovani prvniho vykladu tohoto nového p¥istupu v [1}, [2} a [3]
jeho nezvyklost a zejména hlavni myZlenka o matematickém modelu

neuré¢itosti jednotlivého data vyvolavaly teoretické diskuse.

1.2 Cil disertace

Cilem disertace je matematické modelovéni zakonitosti kvantita-
tivaiho procesu poznavéni reality vychazejici z jednoduch$Yech a
prakticky zd&vodnitelnych pr¥edpokladd a vyastujici v algoritmi-
zovatelnych metodach zpracovéani malych datoviych soubord, silné
rusenych neurcditosti nezn&mé povahy. Hlavnim poZadavkem kladenim
na tyto metody m& byt maximalni Eerpani informace z dat.

1.3 4Zvolené metody zpracovéani

K dosaZeni stanoveného cile byly zvoleny tyto metody:

1) Volba jednoduch§ych axiomt zdtvodnénych uzn&nim jednoty sv&-—
ta a nutnosti meziv&dni konzistence

2) VyuZiti matematiky (algebry, geometrie a anal§yzy)

3) VyuZiti my3lenkovych experimentd pro vyjasn&ni souvislosti
mezi informaéni a termodynamickou strankou jevi, jakoZ i me-
zi zakonitostmi kvantitativniho poznavani pod vlivem neur-
itosti a zakonitostmi relativistické mechaniky

4) Vyuziti po&itadd a redlnych i simulovangch dat k ové&rovéani
novych algoritmi a ke srovnavani s metodami klasické i ro-

bustni statistiky i se znam¢mi metodami kybernetiky

2 MOTIVACE A VYCHODISKA GNOSTICKE TEORIE DAT

2.1 Gnosticky systém

V soudobém pojeti je poznhvaci proces charakterizovan jako &in-
nost kybernetického systému, sestévajiciho z poznhvaného objek-

tu a poznadvajiciho subjektu, mezi nimiZ existuje oboustrannd in-
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terakce (napf¥. prenos informace nebo zasah), Tento systém se na—
zyva v [1] GNOSTICKYM, proto teorii vytvarejici matematicky mo-
del jeho niZe vymezenych aspektd nazveme gnostickou. Volba
takového nazvu je motivovana plvodnim vyznamem Feckého slova
GNOSIS (poznani), které tvoFi kofen mnoha modernich dennd uzi-
vanych slovya nikoliv s jeho prenesenym v¥znamem, spjatym s ost-—

rymi filozofickymi a naboZenskymi spory pozdniho starovéku [3] .

Uvedené systémové pojeti poznhvaciho procesu prevezmeme, i kdyz
je patrné, Ze rozhrani mezi objektem a subjektem miZe byt é&asto
definovéno jen véagné. Budeme se pfitom zabyvat pouze poznAvanim
kvantitativnich vlastnosti objektt, pFidemz pod KVANTITOU budeme
ve shod& s [6] rozumét takovou urditost véci, pomoci niz lze véc
(redlné &1 my&lenkové&) rozd&lit na stejnorodé &&sti a shrnout
tyto Casti vbljedno. Tato definice odpovid&a silné kvantitativnim
aspektim [7] , tj. takovym vlastnostem objektd, které pfipoustdji
nejen rozliSovani stupné, ale i velikosti. Proto budeme pojem
KVANTIFIKACE chépat v uZs8im smyslu [7], tj. jako empiricko-
matematickou proceduru m&¥feni a/nebo &itani, =zobrazujici silné&
kvantitativni aspekty re&lnych objektd na &isla. Visledky
kvantifikace budeme nazyvat DATA (v jednotném &isle DATUM).

JiZ citované stanovisko [1] , podloZené odvolanim na Norberta
Wienera, Ze GstPedni mySlenkou kybernetiky je statisticky pFi-
stup a Ze gnosticky systém mohl vzniknout a rozvijet se jen jako
systém pravdépodobnostni povahy, akceptovat nemliZeme. Poznavaci
systémy, kterym nyni davame nazev "gnostické", jisté vznikaly a
rozvijely se v prirodé davno pred vznikem matematiky; nepochybné
za pusobeni neuréitosti, avsSak statistické &i pravdépodobnostni
modely by sotva mohly vysvétlit tu pfekvapujici G&innost, s niZz
pfirodni systémy zpracovavaji i1 jednotlivé, nehromadné vstupni
signaly a udi se z nich. Misto na pfedstavach o n&hodné povaze
neurd¢itosti se proto pokusime vytvo¥it matematick{ model silné
kvantitativnich aspektld gnostického systému,zaloZeny na deter-
ministickém ché&pé&ni neurditosti:

1) Neuréitost kvantifikace spoé&ivi& v nedostatedném poznani.

2) I neur&itost jednotliv§ch, nehromadnych jevi je podfizena

zakonitostem vyuZitelnym pro dokonalej8i kvantitativni po-



znavani svéta,.

Pod kvantifikaci rozumime p¥Fimou vazbu od objektu k subjektu.
4pé€tnou vazbu gnostického systému od subjektu k objektu nazveme
ESTIMACI. Tak oznadime odhadovani skutedné hodnoty poznavané
kvantity z v¥sledkl kvantifikace zkreslenych vinou neurditich
(protoze neurdenfych) faktord. Pod estimaci tedy rozumime zobra-—
zovani dat na redlnd ¢isla &i mnoZiny realnych &isel. Vysledky

estimace nazveme QODHADY.

2.2 lde&lni a praktickid kvantifikace

Kvantifikace je zobrazeni nematematické struktury, nazvané v [7]
empirickou relacéni strukturou, do struktury &iselné. Nosidem em-
pirické reladni struktury je mnoZina kvantit, tedy "empirickych"
objektd. Na mnoziné kvantit jsou definovany binidrni relace, kte-—
ré umoZnuji tuto mnoZinu faktorizovat na ekvivalendni t¥idy a
tyte tfidy uspofadat. Je na ni definovdna 1 binfarni operace
skladani kvantit. Jak tato operace, tak i obé relace maji "empi-
rickou", tj. nematematickou povahu. Naprfiklad, ekvivalence hmot-—
nosti hromadky mouky s hmotnosti kilogramového zavazi se testuje
empirickou procedurou zvanou vaZeni. Skladani kvantit se reali-

zuje v tomto p¥ipadé pFisypavanim &i odsypavanim mouky.

Kvantifikace m& umoZnovat odvozovani vztahl mezi kvantitami ze
vztahd mezi jejich &iselnymi obrazy. Konzistenci takového postu-—
pu se snaZi teorie méfeni zajistit tim, Ze pren&dsi do empirické
oblasti poZadavky, které jJjsou ekvivalenty axidmi matematickych
struktur, jakoZ 1 tim, Ze poZaduje epimorfismus empirick& a nu-
merické struktury [7/] . Z hlediska matematiky tento postup pFina-
§1 Padu problémii, které dosud uspokojivé vyFeSeny nejsou. Omezi-
me se proto na Gvahy vyuZzitelné jako motivace axidmu modelu dat.
Nepfevezmeme v plném rozsahu axiomatiku teorie méfeni podle [7] .
Tim nechceme podceﬁovat viznam této teorie, kterid védeckym zpi-
sobem shrnuje zkuSenosti lidstva, shromaZdované a rozvijené po
cela tisicileti. Vzdyt mé&feni a &itani podminovalo sménu zbo%i

a rozvo]j hospodafstvi vlibec a zpé&tné pasobilo na rozvoj véd. Pro

narodnou Ulohu modelovani kvantifikace ©probihajici pod vlivem
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neuritosti se pokusime na teorii mé&reni navézat.

PovSimnéme si predev3im toho, Ze kvantifikace v pojeti teorie
m&¥eni je zobrazenim homomorfnim a izotonnim. Dale, teorie
méfeni podle [7] zkouma pouze zakonitosti pFfesné kvantifikace a
potlafeni vlivd p¥ipadné neurditosti svéfuje dodateinému (sta—
tistickému) zpracovani dat. Kvantifikaci neruSenou neurdéenfymi
vlivy, interpretovatelnou jako izotonni homomorfismus, vnofujici
empirickou relaéni strukturu do t&lesa rei&lnych &isel, budeme
nazyvat IDEALNI KVANTIFIKACI. Data, kterad by byla v§sledkem

idedlni kvantifikace;nazveme IDEALNIMI HODNOTAMI kvantit. Bu-

deme predpoklédat, Ze opakovania idealni kvantifikace té¥e kvan-

tity by dala tutéZ ide&lni hodnotu.

Axigmy pfijimané v [7] vymezuji empirickou reladni strukturu
jako aditivni usporfaddanou archimedovskou pologrupu. Gnostické
teorie se zabyva modelem neuréitosti dat. Ma-1i byt tento model
dostate&n& obecny, musi zahrnout i pripad dat, kterd zkreslena
neurditosti nejsou, i kdyZ se takovid data vyskytnou vzlcné& nebo
jen jako "limitni" pFipad. Proto je +treba pripustit existenci
neutradlniho prvku struktury ("nuly" jako prvku empirické reladni
struktury), ktery je v [7] vylouden. Kvantifikact &asto hodnoti-
me zmény kvantit; i proto miZeme potFebovat “empirickou nulu"
jako model nepozorovatelné zmé&ny. Data mohou byt neurditosti
poSkozovana v obou smérech, proto je tfeba pfipustit i existenci
inverznich prvku. Gnostickad teorie bude budovéna pro pripad
neomezenych dat, proto na rozdil od [7] pFrijmeme predpoklad, Ze
datové struktury jsou uzaviené k operaci skladani. Tuto operaci
budeme povaZovat za asociativni a komutativni. To v8e znamené&,
Ze empirickou reladni strukturu neuréitosti modelujeme aditivni
grupou. Data je tfeba i numericky zpracovéavat, proto obdobné s
(7] musime pripustit nasobeni obrazt kvantit &isly. Modelem

empirické reladéni struktury je pak téleso readlnych &isel.

Rozhodu jeme-1i se pPFistoupit ke kvantifikaci néjakého jevu, pri-
jimame predpoklad, Ze kvantita, kterid je cilem na¥eho poznévéani,
existuje, a Ze existuje i idedlni hodnota data, ktera je jejim o-—-
brazem. Tuto kvantitu nazveme POZNAVANOU kvantitou. ZkuSenost
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v8ak uvkazuje, Ze opakovana kvantifikace téZie pozn&vané kvantity
nedava shodné vysledky. Tato neshoda je zpusobena souhrnem bliZe
nespecifikovanych vlivd, ktery budeme nazyvat NEURCITOSTI.
Pri jmeme stanovisko, Ze tato neuréitost je determinovéna sice
nepoznanymi, avsak poznatelnjymi vlivy. Ty maji materialni pod-
statu stejné jako poznavand kvantita a maji rovnéZ své kvantita-
tivni stranky. MiZe jich byt mnoho, avZak jejich rozélenéni je
v dané etapé poznavani nedostupné. Proto shrneme bliZe nerozli-~
Sené kvantity 2zpisobujici neurditost kvantifikace poznavané
kvantity do kvantity jediné, kterou nazveme RUSIVOU. Takovéa di-
ferenciace kvantit je nezbytné relativni a subjektivni. Tataz
kvantita mizZe byt vzhledem k jednomu cili a pro urditého pozoro-
vatele pozn&vanou kvantitou a pro jiny el a jiného pozorovate-
le ruSivoulkvantitou. Pfikladem miiZe byt méfeni prostorovych a
Easovych zavislosti teplotniho pole. NepFfesné urdeni &asu rusi
kvantifikaci prostorové zé&vislosti teploty a neurlitost prosto-
rovych soufadnic ruZi kvantifikaci okamZzZité teploty. Role pozna-
vané a ru8ivé kvantity jsou tedy symetrické a mohou byt vzajem-
n& zam&novany. I rufiva kvantita miZe byt za n&jakych podminek
poznatelnd, sama mize byt objektem ideidlni kvantifikace a mit
svou ide&lni hodnotu. Tuto symetrii roli obou kvantit je <tPeba
vystihnout jako symetrii modelu dat. Idealni kvantifikace jak
ruSivé, tak i poznévané kvantity je pPFijimaéna jako izotonns
homomorfismus. PRAKTICKOU KVANTIFIKACI nazveme =zobrazeni kar-—
tézského souéinu empirickych relaénich struktur poznavanych a
ruSivych kvantit do t&lesa readlnych &Eisel. V§sledky praktické
kvantifikace nazveme DATA. Pro studium teoretickych vlastnosti
datovych soubort je 0€elné roz8i¥it mnoZinu zkoumanych dat. Za
MOZNA ozna&ime data, které bud ji¥ skutedn& byla ziskana
kvantifikaci, nebo kterd by =2za n&jakych okolnosti vysledkem
kvantifikace byt mohla.

Pri uZivani zavedenych pojmd si budeme v&domi toho, Ze zakladaji
zjednodusSeny formalni model, ktery nemdZe presn& postihnout ne-
vy&erpatelnou sloZitost reality.
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3. GNOSTICKA TEQRIE INDIVIDUALNICH DAT

Cilem této kapitoly je vytvofeni matematického modelu kvantifi-

kadniho a estimaéniho procesu, odvozeni a interpretace wvzorci
gnostickych charakteristik jednotlivych dat, jejich chyby, vahy,
distribuéni funkce, informaéni ztraty a pfiristku entropie.
Dokazuji se zakonitosti ide&lniho gnostického cyklu a rovnice
konverze informace na entropii a naopak. Dokazuje se izomorfis-

mus gnostickych jevil a jevd relativistické fyziky.

Zatimni v§klad mél povahu motivadénich fivah. V daliim je treba
prejit k formalizovanym tvrzenim. K tomu p¥Fijimame pFredpoklad,
Ze je k dispozici jazyk, pojmy a tvrzeni elementarni (Cantorovy)
teorie mnoZin, matematické analyzy a geometrie. Daldi v§klad
bude probihat ve dvou soubé&Zn¥ch liniich: cestou formalizovan¥ch
tvrzeni (znadenych jako definice, axi&hy, lemmata, véty, disled-
ky a dikazy) a cestou dal¥ich motivadnich a interpretadnich Gvah

uvadénych ve tvaru doprovodného textu.

V nasledujici definici i v dal8im textu budeme jak v roviné& ma-
tematické, tak 1 motivadni a interpretaént uZivat +tytéZ pojmy
{jako ide&lni hodnoty, data, neurditosti apod.). ProtoZe obé
roviny jsou v dalfim vykladu oddélovany, nedojde ke konfdéimj a

pritom bude usnadnéna interpretace téchto pojmé.
budeme naz§vat IDEALNIMI HODNOTAMI, prvky mnoZiny A DATY a

prvky mnoziny A  NEURGITOSTMI. Budi# R mno¥ina realnych &i-

sel a R+ mnozina kladn¥ych readalnfych &isel. UvaZujme nasledujici

zobrazeni:
v: A -+ (3.1-1)
g: A g (3.1-2)
v ﬂf—+ R1 (3.1-3)

KN N (3.1-4)
7 ;Qony\—+fQ- (3.1-5)

Q



Zobrazeni v a Vv budeme nazyvat IDEALNI KVANTIFIKACI,zobra-

zeni T PRAKTICKOU KVANTIFIKACI. Defini&ni oblast néjakého
zobrazeni ¢ budeme zna&it Dom(¢), jeho oblast hodnot Ran().

Vzhledem k tomu, Ze definovani zobrazeni zlstanou gzachovéna v
celém nasledujicim textu, mtiZeme (a budeme) mluvit o realném
tisle jako o idealni hodnot& (resp. jako o neurditosti &i datu),
ice na mysli ide&alni hodnotu (resp. neuréitost &i datum) na
o €islo zobrazenou a také naopak. Rozlifeni numerickych obra-
zi od zobrazovan¥ch prvkid definiénich obord bude patrné =z kon-

textu. Konstanty budou znaleny velkymi, proménné malymi pismeny.

Pravé uvedeny model nebudeme uvaZovat v jeho plné obecnosti, ale

e . 4 s 7 . T 4 -/
omezime se na specidlni ptripad vymezeny nasledujicim axiomem:

A1.1: Zobrazeni v , v a4 jsou vzhajemnd jednoznaiéni a oblast

hodnot Ran(v ) je totoZna s R1.

A1.2: Zobrazeni v je izomorfismem mezi strukturoun
9d2=<\.{6>, (3.1—6)
a aditivni grupou <H1,+>;
A1.3: Existuje S € R_ tak, Ze pro kaZdé aOEJQb a ned plati

V(X (a_,n)) = Y(a ) + Sv(n). (3.1-7)
2 tvrzeni A1.2 tedy vyplyva, Ze plati
(fny e )(v(d(ny,n,0) = vV (n, )+Vin, ), (3.1-8)
Oznalme
A‘z'S(Gf(ao’“))' b= (al), @:=vn). (3.1-9)

Pak lze (3.1-7) prepsat jako vztah
_ 1 .
A = A _+50 (A,Ao,ée R',8eR,), (3.4-10)

ktery nazveme ADITIVNI FORMOU MOZNYCH ©DAT. Data A nazveme
ADITIVNIMI DATY, kladné &4slo S PARAMETREM MERITKA. Zavedens
parametru méritka umoZni pozd&jl, p¥i préci s datovymi soubory,
respektovat to, Ze jednotliva data mohou pochhzet z rizné roz-
pt¥lenych souborti. Parametr mé¥ritka unifikuje stupnici, v niZ

budeme pom&Ffovat intenzitu vlivu neurditosti.
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Definie 2: MULTIPLIKATIVNIMI DATY nazveme aditivni data trans-

formovana dle vztahu

Z:= exp(A). (3.1-11)
Z (3.1-10) a (3.1-11) plyne
7 = Zoexp(S@), (3.1-12)
kde
ZO: exp(Ao). (3.1-13)
Plati tedy 1
2/5- 21/ Sexp(@): (3.1-14)

Vztah (3.1-14) nazveme MULTIPLIKATIVNI FORMOU MOZNYCH DAT.

Tyto formy dat zaloZen& na modifikaci modelu ide&lni kvantifi-
kace, prijimaného v teorii méfeni, jsou preo gnostickou teorii
formami z&kladnimi. Z toho v8ak neplyne nepouZitelnost gnostické
teorie pro jiné formy dat. Gisla spjatd s multiplikativnimi

(a tedy i s aditivnimi) daty vhodnou transformaci 1lze rovnéz
nazyvat daty, je tFeba vSak viZdy uvést jejich formu. Prikladem
jsou data =z omezeného &iselného intervalu, charakterizujicti
nap¥. relativni zastoupeni jevu (0 a% 100%), pomdérné zatiZeni
motorgeneratoru vozidla (-100% a% +100%) aj. Po pfezkoumani
pivodu a metody pPfipravy dat viak lze pPfejit vhodnou transforma-—
ci k datim majicim multiplikativni formu, pro kterou budeme od-

vozovat gnostické charakteristiky.

Poznamene jme jes§té, Ze aditivni formu dat jsme motivovali navaz-
nosti na tecrii méfeni. Obdobna forma dat se viak &asto »piFijima

i jako vycheodisko statistickjych analjz.

KaZzdé datum, které dostaneme 2z kvantifikace, je jediné éislo. To
je podle prvniho axiomu soudtem dvou sloZek. Takovy rozklad data
prakticky uskuteénit nemiZeme, lze viak proc né&j vytvaFet teorii,
kterad by nam nakonec umoZnila rozloZit kaZdé datum =z néjakého
souboru alespon p¥ibliZné. Vyjdeme tudiZ 2z toho, Ze Gplnym popi-

sem data je dvojice (AO,®) idedlnich hodnot pozné&vané a ru3ivé
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kvantity, a posoudime s pouZitim prvniho axidmu, jaké vlastnosti

l1ze najit u struktur takovjch dvojic.

3.2.1 Struktura dvojic neuréitosti

%2 axidmu 1 bezprost¥ednd vyplyva, Ze pro strukturu (3.1-6) plati

(3tn_e A7) (n =y (0))(0eRT), (3.2.1-1)
(et ed (6 (n,7)=6(n,n)=v 1(0)), (3.2.1-2)
(YnedD)(v{n)==v(n)). (3.2.1-3)

Neuré¢itosti i jejich &iselné obrazy budeme sdruZovat do dvojic

(prvek,inverzni prvek) (<n,ﬁ) a (V(n),v(n))). Oznadme
Do={( & = D) D =v(n) nen} (3.2.1-4)

mnoZinu &iselnych obrazl dvojic neurcitosti a symbolem + operaci

sC¢itani dvojic redlnfych Cisel po sloikach. Pak je zrejmé, Ze

gn:=<@n,+> (3.2.1-5)

je komutativni grupou izomorfni s grupou 9%; Grupa QL je tudiz

struktura

modelem struktury neurlitosti a modelem neuréitych dat majicich
nulovou ide&dlni hodnotu. Tento model roz&ifime tak, aby vystihl

strukturu viech dat.

3.2.2 Struktura dvojic neurditjych dat

Zavedeme mnoZinu (3.2.2-1)

Q::{d|d=(A/s,A‘/s>,A=b(ao)+Sv<n),K:v(ao)—sv(n),aoeﬂo,najr-‘“l

g7
kde sloZzky dvojice ¢ oznadime
(Pr(d),se(d)):=d, (3.2.2-2)
a zobragzeni
(7,: Ran()xRan(V) —}ﬂ)((AO,Cp> H-<A/S,K/s>), (3.2.2-3)
které je pro kaZdé dané S5 vzijemné& jednoznadné. Zrejmd plati

A, = (Pr(d)+Se(d))s/2, b= (Pr(d)-Se(d))/2. (3.2.2-4)

Lemma 41 : Budiz

________ go:={<Ao/S!Ao/S>’Ao=v(ao) ,aoéﬁo}, (3.2.2-5)
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%::(@O,Jr). (3.2.2-6)
Pak plati, Ze struktura

= ,+) (3.2.2-7)

je izomorfni s direktnim soudinem komutativnich grup g; a %

Dikaz: To, Ze struktura g% je komutativni grupou s neutr&lnim

prvkem <0,0>, ktery je jedinym spoleé&nym prvkem grup g& a g&,

je zfejmé. Podle (3.1-10), (3.2.2-1) a (3.2.2-5) plati
53.2.2—8)
(vae)(a=(a /s+ D ,a_rs-F)(a=(a ss,a /5)+{($,-O)).

Ub& uvedené grupy mizZzeme interpretovat jako grupy aditivnich o-
peratord zobrazujicich mnoZinu & do sebe. 0dlidnost jejich pa-
sobeni je patrnid z invariantt transformaci:

(VaeD) (¥d €2 ) (Pr(d)-8e(d)=Pr(d+d )-Se(d+d )), (3.2.2-9)
(Vdd@)(Vdﬁ&%)(Pr(d)+Se(d)=Pr(d+dn)+Se(d+dn)). (3.2.2-10)
Takto jsme ziskali dvourozmérny aditivni model neurditiych datsp,

ktery nazveme DVOJICOVYM MODELEM DAT. Xa%dou strukturu izomorf-

ni s dvojicovim modelem -dat nazveme MODELEM DAT.

V modelu dat lze dvourozmérnou reprezentaci ka%dého data inter-
pretovat jako vysledek dvou nezivislych +transformaci jediného
vychoziho data (pFedstaveného dvojici <0,0>). Prvni transformace
pfedstavuje vliv konkrétni ide&lni hodnoty, druha vliv konkrétni
neuréitosti. Invariantem prvni transformace je pFispévek neurdi-

tosti, invariantem druhé je ideidlni hodnota.

Dvojicovy model dat jsme zavedli proto, abychom mohli charakte-

rizovat dvoji vliv na data: vliv ide&lni hodnoty a vliv neur-
¢itosti. Pouzili Jsme k tomu uspofadanou dvojici d(ao,n)=<A,K>,

jako bychom mohli gpriori rozhodnout, kterad z obou hodnot ma byt
prvni a kterad druh&. Ve skutednosti nezname nejen hodnotu
neuréitosti, ale ani jeji polaritu. Méli bychom proto pracovat

nejen s touto dvojici, ale souBasné i s jejim "duidlem'", s dvoji-
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ci d(ao,ﬁ):(ﬁ,A>; To je d@ved k tomu, abychom charakterizovali

kazdé jednotlivé datum matici 2x2. Jsou i dal&i divody: DvoJroz-—
mérné reprezentace dat vytvareji dvojrozmérny prostor, na némz
operuji dvé grupy transformaci, jak jsme vid&li v lemmatu 1. Li-
nedrni reprezentaci takovich grup jsou grupy &fvercovich matic
prisludné dimenze. Strukturni operaci je pak maticovy soudin. To
nas privédi k multiplikativnimu modelu dat a jeho vyuZiti v ma-
ticovém modelu, i kdyZ se pozdé&ji ukiZfe jako moZné i {ifelné vria-

tit se k modelfim dvojicovim.
Pro Zo’ S ad dle (3.1-9)-(3.1-14) zavedeme oznaleni

v._ Z‘I/S
)

AL —

cosh (D), Y:- Z;/Ssinh(@), (3.3-1)

X ¥
HCA /S,8): = ( ; ) , (3.3-2)
X

M= {MCh /5 B4 V(a) B-V(n) 8 €A e A (3:3-3)

Soudiny matic budeme psat obvyklym zplsobem, bez symbolu operace
nasobeni matic. Jen v nutnych pFipadech budeme operaci nasobeni

matic znadit symbolem X

Véta 1: BudiZ

§ o= (A% (3.3-4)

-

z ~ ( . - - z R .
Plati, Ze struktura e izomorfni se strukturou -4

(T + Ran(V)xRan(V) —+J$)(<AO,(@> — H(AO/S,Cé)) (3.3-5)
pro kazdé dané S bijekei majici inverzi

Aoz Slog(X2*Y2)/2, (3.3~6)

$ = arctanh(¥/X), (3.3-7)

jak se lze pPesvéddit. ProtoZe bijekci je i zobrazeni ?;(3:2.

2-3),je vzajemn& jednozna&né i zobrazeni T}F%;1; Navic ze (3.

2.2-4) vypl§yva pro viechna dj=<Aj/S,Kj/S> € & (takova, Ze

Aj/S=AOj/S+d%,j=1,2) platnost vztahu.
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-1 ) (3.3-8
T, (d,+d,)) = H(A ,/S+A /S, b+ c_7f>2) = )
HCAL /S, &,0M(A /8, ¢.).

. -1 . .
tohrazeni Q}Pfé' je tedy homomorfismem 9% do 9%1a protoZe je

zaroven bijekel, je izomorfismem.

4 definice matice U vyplyva, zZe .
o 15y . , :
(Fh,€ ROV R )il /8, )=ti(a_/S,00H(0, 5 )). (3.3-9)
Oznatime-11i
M= {1 ss,0)a_sser’ ], (3:3-10)
" — 3
#o={uo, 0 Per'f, (3.3-11)

snadno uké&Zeme, Ze struktury

9m0==<ﬂ0,¥> (3.3-12)
an::<¢4(n’><> (3.3-13)

jsou komutativnimi grupami, jejichZ jedinim Spoleénﬁm prvkem
M(0,0) je jednotkovad matice. Struktura 9% je tedy izomorfni

5 direktnim soulinem grup 9%0 a g;n, které jsou izomorfni s gru-
pami gL a g&; Maticova struktura 92 je tedy dalZim modelem neur-
¢ityech dat.

K otazce o jedineCnosti tohoto modelu se vratime pozdé&ji. Zde si
povEimneme dvoji symetrie matice H(AO/S,@) (3.3-2), ta ma db-

lezity disledek., Je-11
0 1 '
T:= ( ) , (3.3-14)

pak plati
(Vie)(TH = uT). (3.3-15)



3.4 Parova &isla

Analyza prvniho axiomu nas privedla k maticovému modelu dat,
v némZ jsou data reprezentovéna &tvercovimi maticemi speci-
fického tvaru. Tyto matice jsou symetrické vzhledem k% obdma dia-
gon&lam,& jsou tudiZ plné& urécny avojici svych nestejnych prvid.
To plati i pro jejich souliny. Lze s¢ vewy vritit Lk dvojicové
reprezgentaci dat, ale v jin¥ch souPadnicich. Dvojicoviy =zaznis
odstrani redundanci maticového zéapisu a nevie uwmozni modelovat
ne jen kvantifikaéni, ale i estimaéni proces Jjednotnym a zhusté-

nim zpusobem.

Nasobeni matic zminé&ného specizlniho typu ponékud pfipomina ope-—
raci nasobeni komplexnich &isel. To nas pPivadil k mySlence vyu-—
Zit algebru, kiterad by byla obdobou algebry komplexnich ¢&isel.
Takova ¢isla, nazjyvania dvojitjmi, se v matematice vyskytuji dav-
no. V [8J se uvadi, Ze se jimi zabyval jiZ anglicky matematik
W.K.Clifford (1845-1879). V [8] je hlavni pozornost vé&novana
geometrickim a fyzik&lnim interpretacim dvojitych &isel, vEetné
axiomatiky s nimi spjlaté geometrie roviny Minkowského. DileZité
algebraické vlastnosti dvojitych €isel a analytické vlastnosti
dvojitych funkci dvojitého argumentu jsou uvedeny v [9]; Dne&ni
cbecnéjii algebraicky piistup ﬁO] nam umozZni zavést jediny
viraz pro dvojitsd i lkomplexni ¢isla a pouZit ho k vikladu jejich
spolednych 1 rozdiln¥ch vlastnosti podle potfeb gnostické teorie

neuriitych dat.

3.4.1 Algebraické vlastnosti parovych Eisel

Definice 3: Budiz H[d okruh v8ech polynoml nad télesem re&lnjch

1

Zisel H1 v jedné neurdité (c¢). BudiZ c%Rr'. Na R[b] zavedme

kongruenci (ov)
(Yu,veR[e]) (Cunv)e3( GueR [o] ) (u-v=w(c”=C2)))): (31411-1)
Podilovy okruh

Up:= R [c] modulo (QE— 02) (3.4.1-2)

nazveme OKRUHEM PAROVYCH GISEL TYPU ¢.
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Prvky okrvhu UC reprezentované u,v budeme znacit u,v.

Pro kaZdé wnrirozené &islo k tledy plati

¢ e g2k o2+ o2k, (3.4.1-3)
KaZzdou tiidu ueUC lze proto reprezentovat dvoucélenem
v:=a+he, (3.4.1-4)
(Mde <r,b>e'T), coZ budeme cxnisovat tzlé jeko
ur= Pr(u)+Se(u)e. (3.4.1-5)

[A\Y

Tze doltzet UO], Ze dvojice {(a2,b) je uréena jednoznadné a e

soufet & soudin dvou prviia u1=a1+b1c a u2152+b20 okruhu UC
u,+un= (a, +a.)+(h,+b,)e (3.4.1-6)
1 - 1 bt | 2
- - ot 2 -~ —_
uyu,= (a1a210 b1b2)+(a1b2+a2b1)c. (3.4.1=-7)

2 konstrukce plyne, Ze soudty i souliny jsou asociativni i komu-

tativni a Ze kazdy 2 okruhi UC je viti témto operacim wuzavien.

Realna &isla kanonicky vnofeni do R[c] jsou vnoFfena i do UC‘

Proto 1ze okruh UC chépat jako komutativni a asociativni 2-al-

gebru (algebru dimenze 2) nad t&lesem re&lnjch &isel s jednotkou
U i= i+0¢. (3.4.1-8)

]

[p]
Haji-1li n&jaki nenulové C! a C"° stejni zneménka, jsou al-
s . . _ o 2 o
sebry Uc,a UC” izomorfni. Degeneroveny privad C =0 vylucujeme.

Proto uvaZuieme pouze dva piivady

C2: 1 a C™= =, (3-4-1‘9)

tedy

cefa, 1], (3.4.1-10)
kde J s ohledem na jednotu znadeni symbolizuje readlnou jednitku
a I imagin&rni Jjednotku komplexnich &isel. Neurditou budeme v

prvnim prfipad& znadit symbolem j a pFisluiny okxruh symbolem UJ,
ve druhém pripadé pouzZijeme symboly i a UI‘ Pokud se budou stu-

studovat soudasné oba pripady, budeme pouZivat symboly ¢, C,
pro okruh UC, CE{J,I}.
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Definice 4: Tridy a+bjcUy nazveme DVOJITYMI CISLY a tridy
a+bielU; mnazveme KOMPLEXNINMI CISLY.

PAROVINI CISLY budeme nazyvat t¥idy a+bceU,, Ce{J,T}

Budiz Cé{J,I}, u=a+bc€UC. Pérové &islo u definované vztahem

v=8d(v):=a-he (3.23-11)
nezveme parovim Sislem SDNUZDNYL s v 2 parovée &islo Tr(u),
Tp(u):=b+ac, (3.&£.1-12)
nazveme TRANSTONOVANYH pirovim &islem u. Nezézporpné —eilné
nebo ryze imaginiarni ¢islo |ui_s nezépornou imaginérni Casti,

rro néjiz plati 5 s
|u|C:=a -b"C
nazveme MODULE.: parového &isla u.

Realna &isla Pr(u) a Se(u) budeme nazyvat SLOZKAMI pirového
éisla u.

D&leni (a2 multiplikativni inverzi) dvou parovych &isel

uy = a,+b, ¢ (ukéUC,k=1,2) (3.4.1-14)

z téhoZ podilového okruvhu zavadime pPFi iu2lc#0 vztahem
- w3 2 TR
u1/u2— u1u2/1u2|0. (3.4.1-15)

V souladu s (3.4.1-4) zavedeme bijekce B R-+U a {: U;— Uy

takové, Ze
foi (a,b) F> atbe, /i e+bi = a+bi.  (3.4.1-10)

z

Biiekce 2 zachovava s€itani a risobeni skalé&rem, nikoliv vialk
n&sobeni pérovych &isel:
(Vu1,ugeUJ)(?(u1u2)=2(uq)?(ug)é$(3k€{1,2})(3a€R1)(uk:a+Uj).
Podstatnou odlisnosti U od U je, Ze na rozdil od okruhu UI ne-—
majiciho delltele nuly, obsahUJe UJ nenulovy idedl s prvky b+bj
a b-bj (beR ). Tyto prvky maji nulovy modul.
PovSimnéme si, Ze 88itédni dvojitych Eisel s komplexnimi neni za-
vedeno. Nebude se pouzZivat. Seditaji-1i se v dal§im parova <&is-
la, jsou v&echna bud v UJ nebo v UI' Obdobné je tomu i s ostat-

nimi operacemi na parovych d&islech.
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Z (3.4.1-6) az (3.4.1-8) a (3.4.1-11) vyplyva, Ze operace sdru-

Zovénil parovych &isel vyhovuje pro C=J,1 podminkéam
(VUGUC)(EZU), (3.4.1-17)
(Vu,u'EUC)((GJGTS=S+B‘), (3.4.1-18)

(Yo, ute L) (GouT)=(0 ") (w)),

~
)
i~
I
P

(uéUc)((G:u)<:=>((;reEq)(u;fu0=cﬁOc)(uo€UC>>, (3. h.1-20

. — AR ) . - ~
(Fuel ) (vu=(a"=b"Cu =0(a,v)u ). (3.£.1-24)
)
[ C (0]
Ocitujme nyni v&tu, lkteré je nvedena v [2] jako rozsireni TFro-
beniovy v&ty o algebFe komplexnich &isel:

Véta 2: Struktury dvojitfch & komplexnich &isel jsou jedinymi Z2-

algebrami s jednotlkoua 8 unarni cperacl sdruZovéani vyhovujici
podminkam (3.4.1-17)-(23.4.1-21), pro které je Q(a,b) v (3.4.1
-21) nedegenerovanou kvadratickou formou.

Je znamo, Ze existence dvojice algeber zminéného typu je spjata
s existenci dvou vyznainych geometrii roviny, Eukleidovy a
pseudoeukleidovské (Minkowského) geometrie. Izomorfismus lin-
kowského roviny s algebrou dvojitych ¢isel a Eukleidovy roviny s
algebrou komplexnich &isel hrajli v gnostické teorii v¥znamnovu

ulohu. Proto se pokusime do té&€chio vztahd nal:lédnout hloubeji.

3.4.2 Geometrizace parovich &isel

. s e > , 2 .
Algebra UC je tedy 1 line&rnim prostorem izomorfnim s ™. Zavel-

me zde geometrii pomoci skal&iniho soulinu.

Definice 5: Ozna&me 5 (e¢,p=1,2) prvky diagonalni matice

1 0\ _
o _02J (3.4.2-1)

0
a <u1,u2>,<v1,v2>6R2 slozky dvou paroviych é&isel u,veUC.

METRICKCU ROVIWOU nazveme algebru UC’ na niz je definovéan
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SKALARNI soulin

(u,v)g = ulv = Couv s BT VE (el (C=d, 1), (3.4.2-2)
kde posledni vjraz predstavuje Einsteintv zépis h1]. Horni

indexy sloZek budeme od exponentd rozlifovat dle kontextu.
BudiZ t zobreazeni

(t: Tp— UC)(C=J,I). (3.L.2-2)

Helneme ,Ze skalérni soudin je INVARIANTWI k trensfozmaci 1,
iestlize

(Vu,vel) ((t(a), (WD) p=(u,v)p)(C=J,1).  (3.L.2-%)

Budiic% mnozina lineidrnich zobrazeni L: UC_’ UC tvaru

vie= TEuP (o,p=1,2) (VA v %R, (3.4.2-3)
kde &isla I% («,3=1,2) vyhovuji podminkéam
el j
Lyligys = Ses (3.4.2-6)

Prostredky diferenci&lni geometrie lze dokéazat [12], Ze podmince

invariance skaldrniho soulinu p¥i konstantnich prvcich matice g

vyhovuji mezi vSemi dvakr&at diferencovatelnimi funkcemi pouze

funkce linearni. Takové tvrzeni lze viak zesilit dle [13]:

Véta 3 (8indela®): . Mezi vSemi funkcemi +t: UC—A»-UC pod—

mince invariance skal&rniho soudinu (3.4.2-4) vyhovuji 1line-
arni funkce L 2z mnoéiny:%%a pouze tyvo funkce.

Dbkaz: BudiZ u,vel, a u'=L{u),v=L{v).

Dosadme (3.4.2-5)do (3.4.2-2):

- & -
(u',v')o= %%“mw”6=5g¥$L?J} ) 3.5.2-7)

odkud po dosazeni podminky (3.4.2-6) plyne
(ul"\;")c_-: gé}gudﬁ\'_é‘: (u’v)c, (3.4.2_.8>

takZe skal&rnil soudin je invariantni ke kaZzdé funkeci Le&,
Necht nyni plati (3.4.2-4). Funkci t zapifeme jako dvojici
funkeci, Padkovy vektor:

(VweU ) (Ew)i=(t, (w),t5(w))). (3.4.2-9)

Pro vSechna u,,u,eU~ budiZ h(u1,u2) matice

t,(u,) t,(u,)
bluy,uy) = T e (3.4.2-10)

2 2
€t,(uy) €t ,(u,)
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Z podminky invariance pro kaZdé mc{1,2} plyne

(3.4.2-11)
(Vwel,) (Yu_eU,) £ (), (u )=C% Gt p(u d=w'ul C 5 ul
neboli

(3.4.2-12)

(Vw,uq,uQGUC)((tq(w),tg(w))xh(u1,u2)=(w1,w2)xg(u1,u2)),

rde x znafi maticové nésobeni & kde n je matice

1 1 \
N — U,] ? 2 L 4
D(ul]}uz) - 2 2 } (J-'-E_Jj)
—C Uy —C u
Vyberme ’ 5
(u’GUC){u' u' “F0).

Pak je matice n' n(u',u') regulérni a s pouZitim (3.4.2-12)

dostavame pro b':= blu',u') vztah

(3.4.2-15)
{(w1,w2)xg'|weUC} = {(tq(W),t2<w))X§'|wéUC} =

takZe b' je regularni matice. Proto dle (3.4.2-12) plati
(VWGUC)((t1(w),tg(w))=(w1,wg)xg'x(h')_1), (3.4.2-16)
kde matice Q'E'_1 je regularni. Funkce t je tedy lineérni.

Navic t(0+0c¢)=040c¢. Snadno lze ukazat, Ze pokud linearni fun-
ce L spliuje I(0+0¢)=0+0c a skal&rni soudin je invariantni
k L, pak Led. A

?
V dalsim texiu je 0i8elné omezit se na takové zobrazeni Le%ﬁcéﬁ,

pro né%Zz plati znaménkové konvence

121182 1 2 -
(L) "= (L) >0, L,>0 a L»0. (3.4.2-17)

Transformace tohoto typu pro pfipad C=J se obvykle DQ] nazyvajil
LORENTZOVY (dvourozm&rné, homogenni a pozitivni) transformace.

P#i C=I jsou to obvyklé eukleidovské ortonormalni transformace.
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ezi vEemi funkcemi 2 U, do Ug, (C€{J,I}) tedy existuji pouze 1i-

nearni funkce speciidlniho typu, které zachovavaji skal&rni sou-
&in (xaze¢ tyr funkce "svij" skalZrni soudin) v celém prostoru.
Tento prostor jsme ztotoZnili s metrickou rovinou, proto 1l:ze

slFalérai soué¢in  (u,uw). interpretovat jako &tverec vzdilenosti
J

- 42 vy A . . . .
bodu (v ,n7) od bodn (C,0), & to v Tukleidovée geometrii (C=1),

nebo v geometrii roviny linkowslého (C=J). Srovnanim (3.4.2-2)

(3.4.4-13) zjidtujenc, Ze teto wvzdilenost e rovnz modulv |n|h
prisludného pérového &¢isla a mizZe byt jak reé&lné, te'. 1 inagi-
nérni. rPravé jsme doli’zali, Fe transformzce Led tuto vzdilenost

Paralelou ke vztantm (3.4.2-7) 2 (3.4.2-8) v fedi parovich &isel
je nésledujici dasledek, v ném%Z role operatord L prejimaji paro-

va Gisla specialniho typu.

Diisledek 3.1: Budiz pro Ce{J,I}

T foen

Pak plati, Ze ke kaZdému oeé% existuje Lééq a ke kazdéemu LE&q

o=f+he, f her! £5|h],£2-n202 J. (3.4.2-18)

existuje oéqg tak, ze

2

(VveU )(ov=L1v +C

Lf 2- (L v +L 2)c). (3.4.2-19)

Y

Dikaz: Nechf je dina transformace T € &f Palk lze podminku (3.4.

~-G) pfepsat jako soustavu rovnic

(L (L9H%e%= 1, (3.4.2-20)
(11)?-(12)2c%- 2, (3.4.2-24)
2.2,.2.
L1L2 L5L5C%= 0, (3.4,2-22)
které spolu se znaménkovou konvenci (3.4.2-17) davé
- 1 2.2 _
Ly = 15, L, = C°LY. (3.4.2-23)
Navic - op&t dle podminky (3.4.2-17) - plati I, >lL | . Parové

¢islo L1+L$c je tedy prvkem mmoZiny 0&. Zobrazenl (3.4.2-95)



mé proto tvar

vt RS S
= " , (3.4.2-24)
|2 2 1 [
v L L v
1 1
neboli
v'1+v‘2c = (L1+L$c)(v1+v2c), (3.4.2-25)
taliFe plati (3.4.2-19). Je-li d&n naopal o=f+h0606, pals pPi-
Fezenim
1 1.2 o 2 1 1 2 ' i
L1 =Ly, =1, L,] = h, L2 = hC (3.L.2-27)

vvhovime podminkém (3.4.2-20) — (3.4.2-22). tedy Led. Protole
£3|hl, plati i (3.4.2—17) 2z Ledh . Soudin (3.4.2-19) zapsany
jako (3.4.2-25) a (3.4.2-24) ie palt ekvivalentni s (3.4.2-5).

A
V dzl&im bude uZitedny i jiny, exponenciialni tvar dvojityeh ¢&Ei-

sel reprezentujicich operatory otddeni. Ze 2znamych vlastnos:’

hyperbolick§ch funkei re&lného a imaginadrniho argumentu vypljyva-
J1 vztahy platné pro vSechna Q%éRﬂ, Cé{J,I}:
o0

sinh(CQC) = Z{:(Cﬁ%)2m+ﬁ/(2m+1)!, (3.4.72-27)
m=0

__y..,_.-____._...—'...._a-.

cosh(Cﬁ V1+C sinh (C&b) (3.4.2-28)
Definice 6: Ke kaZdému ﬁ%éRq pfifadime dvojité &islo exp(isy),
exp(jQJ):=cosh(QJ)+sinh(&b)j, (3.4.2-29)

a komplexni &islo exp(iQI),
exp(iQI):=cos(& )+sin(mT)i. (3.4.2-30)

V tvrzenich poxryvajicicn oba pripady parovich ¢&isel ULudeme

pouZivat parové &islo exp(cfb):
exp{cﬂc):=cosh(aﬁc)+0—1sinh(C&%)c. (3.4.2-31)
Parova tisla exp(cf,) budeme nazyvat OPERATORY OTACENTE
0 OHEL &,.
Lemma 2: Plati

________ (3.4.2-18")
e}, J:{exquI)/QIe(—W/aﬁ/a)}

6§={exp(39% T

Navic pro kazdeé o=f+hc€05 plati o=exp(QQC), kde

52C=C_1arctanh(0h/f), (3.4.2-32)
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Dikaz: Slozky kaZdého operadtoru otadeni exp(cQC)EUC pro C=J,I
vyhovuji definici (3.4.2-18) diky (3.4.2-27) a (3.4.2-28).
Ke kaZdému o:f+thCE je pritazen vztahem (3.4.2-32) pravé je-—
den ﬁhel\QC a operator exp(cQC). .

Definice 7: BudiZ keR,_ libovolné. Zobrazeni K : UC"+'UC’ urte—
né predpisem (VueUC)(Kk(u)=ku) nazveme KONTRAKCI. Oznadme
aale X:={x, |ker }.

liecht dZle znadi

oUgi= fueu, |u=a+bc,a,beR1,|a|:|bl}, (3.4.2-33)
Ugi= {uety | Pr(uw)> ] setu) |}, (3.4.2-34)
JUgi={ueuy | [er@wl <sew}, (3.4.2-35)
JUgi= {ueug [ -Priu)> | se(w)| }, (3.4.2-36)
Woi= {uety | |Pr(w)|<-se(w}. (3.4.2-37)

Paroveée &islo uemUC nazveme parovym C¢islem m—tého DRUHU.

Je zFejmé, Ze mnoZina M spolu s operaci skladani zobrazeni Je
grupou a %Ze operace kontrakce komutuje s othfenim, sdruZovanim i
transponovanim parovych €isel a mé&ni pouze modul. PovSimnéme si,
fe dle (3.4.2-32) je ka?d§ operator otadeni paArovym &islem prv-
niho druhu a %e dle (3.4.2-30) je (hel komplexniho éislaSZI sva-

Zéan s ﬁhlemSgJ méfenym v geometrii Minkowského funkénim vztahem.
Proto ﬁheléEI nabjvé hodnot pouze z otevieného intervalu (Jﬂ74,
T/4), natimco thel 25 probiha interval (-eo,+). Parova gisla

jsou tedy otadena Jjen uvnit? otevfené Etvritroviny. To je dileZi-
t¥ rozdil oproti obvyklému zavedeni {thlu komplexniho &isla. Je
nutny pro dalfi vyklad, kde je ka?d¥ bod redlné roviny inter-
pretovan vidy dvakrat, jednak dvojitym &islem a jednak Cislem

komplexnim.

MnoZina OUcpérovjrch gisel ztotoZnovanych s body na obou diagon&-

ladch realné roviny obsahuje v8echny délitele nuly okruhu dvoji-

t¥ch Eisel a z definice je patrné, Ze jeji prtinik s kaZdou z os-
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tatnich mnoZin je pr&adny. ProtoZe definicemi péti druhd paro-
vich Cisel jsou pokryty vsechny pripady, platt
OUCU1UCL%UCV3UCU4UC: UC‘ (3.4.2=-38)

Definice parovych &isel riznfch druhd je ilustrovana obr.1.

Véte 4: Dudii wef1,2,3,4)] Defigujme jednotlové dvoiité &islo
y ~tého drunhu vztiahem
Se€ Uy m tého vhu vet m
_e=sin(m/2)—coe(mm/2) 3, (3.4.2=-3%)
bt
Palz plati, Ze dvojité c&islo e niue byt vytvoleno z ,e ope-
raceml  transvozice a  sdruviovini. Diale pro vSechna meyl, 2,
3,4}, uemUJ nletd rozllad
u=a+bj=(ne)(kcosh(¢)+ksinh(©)j), (3.4.2-450)
kde 5 .
k =||u|J|, $ =(i/2)arcsinh{(2ab/(k°)). (3.4.2-41)

Ddkaz: Mé&jme dvojité &islo ué.UJ\OUJ, u=a+bc. To m& nenulovy mo-—

dul, jinak by patiilo do 0UJ. Proto je ag—beJe#O a mezi sloZi-

kami a,b plati néktera ze Ety? relaci v (3.4.2-34)-(3.4.2-37)

uréujicich druh m. Znéme tedy ) hledéme k a &, vyhovujici

identitd (3.2.4-40). Stovnini sloZek dvojitjch B1sel wede Kk
podmini:&m
a=ksin(mm/2)cosh(P)-kcos(mw/2)sinn(d)),
(3.4.2-42)
b=ksin(mm/2)sinh(P)~kcos(m/2)cosn(d)),
nebot j2=ﬂ . ProtoZfe sin(mm/2)cos(mw/2)=0 pro celd m, dosta-
vAame

k2 = (a®-b%)/(~cos(mm)), (3.4.2-3)

kde prava strana je kladn& pro vSechna m=1,.,4, rnegbot znas

, 2
ménka Sitatele a jmenovatele se shoduji. Je tedy k =(lulg”.

Pro soudin sloZek pak dostavéme rovnici

ab = kgcosh(@)sinh(é), (3.4.2-84)
jejim? jedinym FeZenim je ¢ dle (3.4.2-41). Znaménko Uhlud se
dle (3.4.2-44) shoduje se znaménkem soulinu ab. Proto se do-
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sazenim m=1,2,3,4 do (3.4.2-42) a uzitim definic (3.4.2-34) -
(3.4,2-37) lze piesvéddit, #ze k>0 ve viech uvaZovanich piina-
dech. Dle (3.4.1-11), (3.4.1-12) a (3.4.2-39) plati rovnosti

o€ = 0+1§ = Tp(1+03) = Tp(1e), (3.4.2-4%)

4 = 0-13 = 52(0+13) = 8d(,e) = 83(Tp(,el), (3.4.2-43)

r_1_e = -1‘."03- = TP(LE}

-

TPCQE(TDC1EB}). (2. 8. 2-47)
: , . i
s Jjednotkového dvojitilio &isla 1se +tedy operacermi Jontralies,

otéddeni, sdrufovini a tranapozice wvytvoiit kterédkoliv dvejité
gislo s nenulovim mocdulem.

Na obr.1 je ilustrovéno vytvaleni osmice dvojitfeh &isel z jed-
neho vychozilho dvojiitho &iele npouZitim operact trensnomice =
sdruZovani, V pFfedchozin jsme jJiZ ztetoinili body kaidé =z obou

metrick{ch rovin & prvky pitisluiZné mnoZiny pérovich cisel UC.

Vztah (3.4.2-38) miZeme proto geometricky interpretovat jako
rozklad obou rovin na dvé diagon&lni pFimky a &tyFi oteviené
dtvrtroviny mezi témito diagon&lami. Priisedik diagonal (pofatek
soufadnic) odpovid4 nulovému pArovému islu, body na diagoniléach
netriviélnim déliteldm nuly ckruhu dvojityeh &isel a body étvri-
rovin ostatnim parovim &islim.

Disledek 4.1: BudiZz me{1,2,3,4}. Pro vEechna u=a+bje U . plati

kde & je urceno z (3.4.2-41).

inel EJ:@ dvojitého &isla ueUN, U,

nazyvat ARGUMENTEL tohoto &isla a znadit ﬂu=argd(u}.

urgen? dle (3.4.2-41) budeme

Bijekce 7 (3.4.1-16) indukuje dileZité vztahy mezi fihly dvoji-
tfch a komplexnich &isel a+bj a a+bi. UvazZujme nejprve a+bc£1ﬂc.

Komplexni &islo mé zde v polarnich soufadnicich obvykly tver

?(a+hj) = a+bl = \/;gzggexp(i&j),

jeho vzor je dle dfisledku 4.1 roven a+bj=V;§—b exp(if;). Porov-
nanim s (3.4.2-29) a (3.4.2-30) vyplyva vztah mezi fihly QJ a QI:
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tan(&&) = tanh(g%)- (3.4.2-49)

Pro OGZely gnostické teorie je vhodné zachovat toto prirazeni Oh-

10 i pro parové &isla ostatnich druhl. Budi? tedy u=a+bje¢ UJ\OUJ

a &%=argJ(u). Pak &islo & e(_ﬂya,ﬂVA),uréené vztahem (3.4.2-40),

nazveme ARGUMNENTEI komnlexniho &isla ?(u)=a+bi a oznafime symbo-
lem argT(?(u)). Pro kaidé UéUC\CU” tedy plati‘chargn(;),
- Wi 7

7

Disledek 4.2: Budi¥ u=a+bjel N\t jite Zis Budiz :=[ :
sledek 4.2: BudiZ u _+03eLJ OJJ dvojité Zislo. BudiZ | ?IJ .

Oznadéme
@:= &%= argJ(u) Uf:=521= argI(?(u)). (R.4.2-50)
Palk nlati
tanh(P) = tan(y), (3.4.2-5%)
220/k° = sinh(20) = tan(2y), (3.4.2-52)
2ab/(a2+b2) = sin(2y) = tanh(29), (3.4.2-53)
(a2+b2/k2) = cosh(2¢) = 1/cos(2Y). (3.4.2-54)

Dikaz: Vztah (3.4.2-51) je ekvivalentni s (3.4.2-43), 3jeho%

platnost jsme roz#i¥ili na parova 8isla vSech druhtd (m=1,2,3,
4). Prvni vztah v (3.4.2-52) je prepisem vztahu (3.4.2-44),
druh$ z n&j odvodime u¥itim (3.4.2-51) a vztahd mezi stan-
dardnimi funkcemi. Vaztahy (3.4.2-53)-(3.4.2-54) jsou nza"
Qdsledky vztahu (3.4.2-52). A
Diisledek 4.3: BudiZz ueU NoUn, u=atbe, parové tislo s argumentem

rovn&m‘QC. Palk

2 2‘/’ 2,2

cosh(ECQ%) |a ¢ -b“C ' (3.4.2-55)

It

2l |, (3.4.2-56)

sinh(ZC&%) 2abC/|a2~b
Disledek 4.4: Budiz me{1,2,3,4). Pak plati

(Vu,vemUJ)(uv€1UJ)(u/vE1UJ), (3.4.2-57)

(VuemUJ)(Vve1UJ)(uvemUJ)(u/vemUJ). (3.4.2-58)

Ddkaz: Druh soudinu (podilu) dvojitych Zisel je urden podle di-

sledku 4.1 soudinem (podilem) jednotkovych parovyech &isel.
Pro ten dostavame z (3.4.2-39)
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nene = cos((m-n)W/2)-sin((m+n)W7/2) 4, (3.4.2-60)

odkud vypl¥vali uveden& vztahy. A
Protoie operator oth&eni je parovym &8islem prvniho druhu, nemize
b$t nodle (3.4.2-58) oiitdenim zm&Eni&n éruh paroviéne €isla a obéde-—
ni neplevede predstavujici bod pres ¢lagonslu roviny. V Hinlkoiws-
FEho roving lze pirechod [fes diagonilu interpretovet pouze  jolo
[14] hy jome k toru pourili jednalk transupozici

(3 =
cadlo n: Giagonéle) z jednzk sd ufovw’ni (zrezélo na ose  Pa(u),

viz obr.1). Tato Av& zrcadleni maji v gnogtické teorii veliul vi-

ana V dal8im uvidime, Ze existuje 1 22171 ‘'nrechod pies dia—

gonflu", a to derivovinim pirovich Iunkci.

ge eiend poimy vroznily wfechézet od artézskicen souitadnic  bo-

- 2 . , . o . . P
14 (a,b)eR”, zobrazenich parovimi &isly u=a+be,i polérnim

souradnicim ((u]C,QC)!

ot e e . e o e

ri= fuly = Va?-p2c2. (3.4.2-61)

u = rcexp(cﬁk). (3.4.2-62)

e o —

(3.4.2-35) & ze vztaht (3.4.2-34) a2z (3.4.2-37)

_ 2 .2 2.
~roto ale (3.4.2-43) plats u=PJe:p(j£%). 0 platnosti (3.4.2-
52) wro komplexni Sicla se lze piesvédBit uZitim (3.4.2-40).
A

A% dosud jsme parova €isla chépali jako reprezentace dvojic re-
21nYech &isel, napi. konstant. Myn$ ptejdeme k PAROVYM PROMEN-
NYM, coZ budou dvojice realnyech prom&nnych usporadanych do tva~
ru parového &isla. Pod PAROVOU FUNKCI budeme rozumét pérciélni
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. 1
zobrazeni R — 1UC nebo 1UC_’1UC' V prvém pFipad& budeme hovorit

o parové funkci skaldrniho argumentu, ve druhém o parové funkci
parového argumentu. Jako dosud budeme rozeznavat dva pripady,
C=J (dvojité funkce, dvojité promé&nné), a C=I (komplexni funkce,

komplexni prom&nné, aviak v neobvyklém pojeti dle definice 4).

(w:1Uc~r1UC)(x+yc~*x‘+y'c). (3.5-1)

Pokud existuji spojité prvni derivace funkci x' a y' podle x
a y, fekneme, Ze w je TRIDY €,(4Up). Plati-1i navic

ox'_ 2y 22" c22y', (3.5-2)

2x Yy 2y
Fekneme, Ze funkce w je ANALYTICKA.
Necht pro vSechna x+yce1UC existuje JACOBIOVA matice

2
(Vx+yce1UC) =

ox'  px’
J(w(x,y)):= %;. %;, : (3.5-3)
X 0y
Budte 1 0 0 1
Ty:= ( ) , ti= ( ]. (3.5-14)
0 c 1 0

Rekneme, ze Jacobiova matice funkce w KOMUTUJE § TRANSPOZI-
cf, plati-1i pro vsechna x+yc§UC vztah

£ 0 Cu(x,y IS = TodCuCe,y))IG (3.5-5)
Rekneme, Ze funkce w ZACHOVAVA NULU, jestliZe plati
_ w(0+0¢)=0+0c. (3.5-6)
Rekneme, %e funkce w MA KONSTANTNI JAKOBIAN, je-1i t¥i-
dy C1(1UCL a plati-1li
(3KeR_ ) (Vx+yce,Us) (Det(I(wlx,y)))=K), (3.5-7)

kde Det(.,) znadi determinant matice.

VEta 5: BudiZ w funkce (3.5-1). Pak plati, Ze w je analyticka,

pravé kdyz je tiridy 01(1UC),a jeii Jacobiova matice komutuje

s transpozici.
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Dikaz: lech® je w analytick&. Pak existuje Jacobiova matice (3,

———— ——

5-3) a ob& strany v (3.5-5) maji smysl. UZitim {(3.5-2) se
presvédlime, Ze (3.5-5) plati pro kaZ#dé x+yce€ 14U+ Tunkce w je

tedy tiidy 01(1Uc) 2 jeji Jacobiova matice komutuje s Erans-

nozici. Je-1i ueC1(1 C) o plati-1li (3.9-5) pro viechna x+ve

LT G dE e pEImG et o8 e P ~ =S Mo -

L-’LJC ; Réa 43,1-'-;'5-,---'.,1!_' niatic Gostonens (3.5'(.). Punl-ce w J<
todwr znalutipll
pe] NSl ¥YLlct:ie., A

Pro pfiped C=I je z komolexini onallzy zrnamo, Ze arnalytickd funtk-

monau bit rozloieny do mocninné Pady womplexniho argumentu. V
piipacdl dvojityel funkel dvojiitiho crsumentu to nlati taekd [2).
?rEévE jsme se presveddili, Ze analytidnost dveojité funlice dveji-

tého argumentu mé& elementérnil geometrickou interpretaci: obraz

jeji derivace podle redlného parametru v bodé uewUJ,pozorovany v

zrcadle umist&ném na diagonale, se shoduje s derivaci této funkce

v bodé Tr{u), ktery je zrcadlovym obrazem u.

Disledek 5.1: Nasledujici viroky Jsou ekvivalentni:
a) Funkce w dle (3.5-1) m& kladny konstantni jakobian ¥, za-

chovavé nulu a jeji Jacobiova matice komutuje s transpozi-

b) Tunkce w dle (2.5-1) mi tver x'+y‘c=(a+bc)(x+yc)K‘/2, l-de

vhrové &isic a+be m% jednotlovy modul.

Dikaz: lecht plati a). Pak je funkce w analyticka. Dosazenin

(2.5=2) do (3.5-7) dostavame dvé diferencitlni rovnice

( ) (b" )202 - K (%')2—(%¥'jc‘2= K. (3:5-8)
Ty maji kaZdé pravé dvd refeni, kvadratické a linesrni [14).
Yvadratické FeSeni nevyhovuje podmince (3.5-2). Konstantni
Eleny linearnich FeZeni odpadaji, nebo¥ w zachovava nulu.

Re&eni pro kladné X lze tedy zapsat ve tvaru

' = (e K2y < (ay bk, (3.5-9)
kde koeficienty jsou realna &isla. Z (3.5-2) vyplyva, Ze mezi

nimi plati vztahy a,=a, b*=b02. Je tedy skutedne
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(x'+y'c) = (a+be)(x+yc)K : (3.5-10)
pfidemz dosazenim (3.5-9) do (3.9-9) plyne nutniz podminka
2 .2
a®-b°c%= 1, (3.5-11)

takZe plati b).
Nech® nyni plati tvrzeni b). Pak z ngj plyne

ax'_ p1/2
ox K

n

(3.5-12)

a.

- o)
Qi

oy ' ¢1/2 -
EX - K b) (3-5 13)

coz vyhovuje podminkaém (3.5-2) i (3.5-7). Podminka (3.5-6) je

line&rni funkeci (3.5-10) splnéna rovné:. Plati tedy i a).

V dalgim je (&elné pouZivat polarni soustavu souradnic (Zl/s,é),

kde dle 3.1 plati vztahy

F=v(n), A =v(a), (3.6-1)
Zl/s=exp(Ao/S)). (3.6-2)

Dvojici
a:=(2}"5,d) (3.6-3)

budeme naz§vat DATOVOU DVOJICI. MnoZinu viech datovych dvojic
oznaéime R . Plats tedy

R:= R,z R. (3.6-14)
Vzhledem ke vztahim (3.6-2) a Z=Zoexp(8@) (3.1-12) existuje pro

kazdé pevné S vzajemné& jJjednoznadnd korespondence mezi datovymi

dvojicemi a dvojicemi tvaru <Z,Zé> i <A0,@>, které budeme rovnéz
vyuZivat.
3.6.1 Gnostické udialosti a gnostické operatory

Nyni tedy méame ) dispozici:
a) Struktury obrazi dat (3%,9%), které vyplynuly =z prvniho
7
axiomu.
b) Dv& dvoualgebry Uy a Up parovych &isel (geometrizované
prijetim moduld za vzdalenosti a argumentd za Ghly) s je-—
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Jich transpozici, sdruZovanim, otafenimi 2 kontrakcemi.
Cheeme vytvorit pArovy model neurcitych dat. K tomu zavedeme bi-
jelkei nosiéd struktur, ta generuje bijekci odpovidajicich zobra-
zeni.

Definice 9: Budiz Tb:;2—+- Up zobrazeni talové, Ze pro vEechny
datové dvojice ‘:(Z;/“,é>€ﬁ;11’bi
1(G) = vy, (2.A.1-1)
de X 2 YV jsou dle (2.3=1). llecht aile
(2 "Ja?, (3.6.1-2)
)ide ? je 7obvafen1 cle (3 4, |—16). UvazZujme libovolnd ooruiy
2, €A, ne A . GNOSTICEOU UDALOSTL, nrScnou dwojici (2,7))

nazvene parové &islo Zé(egp(v(aoys ),7(n)), kded & v json z-

obrzzeni (3.1-1) a (3.1-3). GMNOSTICKYM OPEZRATOREN nazvene
zobrageni 1U — U

c 17°C
Plati-1i (3.6.1-1), je tedy
7:(8) = X+Yi. (3.6.1-3)

Gnosticky operétor vzidjemné zobrazuje gnostické uvdalosti. Aby

byl pojem gnosticky oper&tor konkretizovén, je +tTeba doplnit

predpoklady.

Axién 2: Gnosticky operétor je parové funkce 1UC—~1UC, které mé
Yonstantnl jaloblidn, zacanov vl aulu a jejii Jacoviova natice
komutuje s transpozici.

P#ijimané pPedpoklady motivujeme takto: Gunosticl:y operétor wl

b%t matematickim modelem zavislosti dat na neurditosti kvantiii-
kace a také zadvislosti charakteristik neuritosti na datech z&-
nérné ménénych pri estimaci. Pripad kvantililkace jsme jiZz studo-
vali v plredchazejicich kapitolach v navaznosti na prvni axiom.
Prisli jsme k modelim, u nichZ data bpyla spojitou a diferencova-
telnou funkci &iselnych obrazld ideadlni hodnoty 1 neurditosti.
Proto povazujeme predpoklad diferencovatelnosti gnostického ope-—
rétoru za prijatelny. Podle véty 5 je pozadavek komutativity Ja-
cobiovy matice s transpozici ekvivalentni s poZadavkem analytié-

nosti, coZ je zdtvodnitelnid technicka podminka. Tato komutativi-



v B e

ta ma ale i samostatné zdivodné&ni spjaté s jiZz zminénou diago-
n&lni symetrif derivace analytické funkce pfi C=dJ: poZadavek ne-
zavislosti objektivnieh vlastnost} operatoru na subjektivni vol-
bé pofadi soufadnic. Bylo by podivné, kdyby pouh& vzajemni vimé—
na obou soufadnic (provedeni soudasn® v definiéni oblasti 1 v
oblasti hodnot) vedla k »fiznému hodnocens mno¥stvi neuréitosti,

reprezentovaného gnosticlkim operdtorem, nebot toto moZstvi po-

vaZujeme ze objektivni wlecatnost dat. llavic se lze plesvidéit,
Ze vlastnost (3.3-15) maticového modelu je pro tento model
eivivelentem xomutativity s transpozici. latice MH(0,®) maji kro-

mé toho dle (3.3-1)-(3.3-2) deiterminant (tudiZ i jakobi&n *rans-
formace) lkonstantni a rovn: jednd. Ten tedy nezivisi na mnoistvi
neurditosti data. Tuto vlastnost intersretujeme ticls - alespon
teoreticky & principialni - Fheomezenou poznatelnost pozniavané
kvantity, jako nepodminénou invertibilitu zobrazeni. (To oviem
neznamenz, Ze "pPesnou inverzi" transformace zplisobené neuréi-

tosti lze realizovat prakticky).

PoZadavku, aby gnosticky operadtor zachovaval nulu, 1lze vyhovét

posunutim souPadnicového systému oblasti hodnot.

Disledek 5.2: Mé&jme gnostické udilosti u,u'£1UC,C=J,I.

Pak ma gnostick{ operdtor zobrazujici udadlost u na u' tvar
u - Cu, kde G je parové Eislo
5 = (lu'la/luldexp((arg (ut)-arg(u)de).  (3.6.1-4)

Dtkaz: Podle axiomu 2 mh gnosticky operitor vlastnosti podle vi-

roku a) disledku 5.1, nroto je podle ekvivalentiniho virolu

5.1b lineArni funkei glu)=(a+be)X'/%u, kde ¥>0 a atbc ma jed-

notkovy modul podle (3.5-11). Proto ho podle lemmatu 2 miZeme
zapsat jako operator otadeni. UZitim g(u)=u' a dbsledku &.5
dostaneme proto (3.6.1-4). A

V souladu s vétou 4 tedy lze Pici, Ze gnosticky operator gnos-
tickou udélost otia&i a kontrakci méni jeji modul.
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3.0.2 Kvantifika&ni struktura gnostickych udilosti

Véta 6: Budte 9% dvojicova strukitura (3.2.2-7) a 1UJ mnofina
dvojitych €isel prvniho druhu., BudiZ * operace nisobeni dvo-
Jitich &isel. Pak nlati, Ze struktura

P (U, +) (3.6.2-1)

-

je izomorini se strulturoun &d'

Dokaz: Strulktura £ Je podle vEty 1 izomorfni s maticovou strul-

turou Hﬁ (3.3.1-4). Protoc stadi dokazat izomorfismus Fyos 75.

(3-3_2):(J03_ ),(3 )3(3-""-2"_3!‘} & (3.6.1—‘1) ;'C _I-"'&.tl"nl s
fe zobrazeni Ji—> 1UJ piifazuje

e 1{ W o, N Y

J{?(Y x)l—;n+1jE1UJ, (3.6.2-2;

a je tudiz bijekci. Porovninim souéind prvkd obou mnoZin se
presvédéime, Ze tato bijekce zachovavad strukturni operaci.
Zobrazeni je tudiZ izomorfismem.

A
Necht d=(z_'/$®) , u=-03(a). Pak tedy plati
u = X+Yj = Z;/Sexp(j@}, (3.6.2-3)
- Ji/s Y : S s 2 PRCRRIL. - o
coZ lze zapsat jako u= u(Z ,P). 0dtud je zPejmé, Ze mnofinsa
1UOJ:.-.{116 uJ‘u(u1/” 0)=2 1’” Uj} (3.6.2-4)
spclu s operaci nasobeni deTit’Ch ci el (*; tvofi zrupu
\ f iy
'UO —< ‘12[51]', 7 \3-6-2 4

izomorfni s grupou kontrakCi. Snadno se piesvédéime, Ze i mnoZi-
na dvojitf{ch &isel u(1,@q?shodné s mnoZinou operitord otadeni

(3.4.2-31)
0= { ue,uy| u=cosh(@)+sinn(@ds ,Per'},  (3.6.2-6)

%n==<%:*>~ (3.6.2=~7)

Vzorec (3.6.2-3) predstavuje obraz dat jako soudin prvkd dvou

grup. Grupa QLO je izomorfni s grupou ggm’ grupa gLn S grupou

vytva¥l grupu

gkn' Grupa 5& je direktnim soudinem obou grup a je modelem ne-



= G <

uréitych dat, vytvaArenych v kvantifikaénim procesu. Proto budeme
strukturu & nazjvat KVANTIFIKACGNT stejn& jako funkce, které

z ni jeSt& odvodime. Dvojité &islo (3.6.2-3) je kvantifikadni
interpretaci gnostické udalosti. Jeho modul je funkci pouze ide-
&1ni hodnoty, zatimco jeho argument je funkci pouze neurditosti.
Predstavujeme-1i si kvantifikaci jako takové vytvareni posloup-
nosti obrezlG jediné pevn@ poznhvand kvantity, pfi neémZ se po-
stupnfim naridstaninm vlivu rudivé kvantity obrez {datum) vzdaluje
od ide&lni hodnoty aZ ke kone#né hodnoté (kterou pozorujeme jako
visledek kvantifikace), ie modul kvantifikadéni udslosti kon-
stantni a m&ni se jen argument. (&inek kvantifika&niho ope-

rétoru tedy spofiva v otééeni gnostické udilosti.
3.6.3 Estimatni struktura neuréitych dat a estima&ni operator

Definice 10: Gnostickou ud&lost v piipadé C=J nazveme KVANTIFI-

KACNI, pri C=I ESTIMACNI UDALOSTI. Gnosticky operator
nazveme KVANTIFIKACNINM p¥i C=J a ESTIMACNIM pri C=I.

Srovnani s (3.6.1-4) ukazuje, ¥e estimadni operator je druhou
(komplexni) verzi gnostického operidtoru a #e jeho (finek spodiva
v otadeni estima&ni ud&losti, zachovavajicim (eukleidovsk§) mo-
dul této udé&losti.

Lemma 3: Necht d=(ZD1/?¢?) . Pak pro u= ?&(d)iﬁUI plati

— e ———

lul = Z;/SCOSh(2¢)1/2, (3.6.3-1)

argx(u)rarctan(tanh(¢)). (3.6.3-2)

Dékaz: Podle (3.6.1-3) je u=X+Yi. Pro modul tohoto komplexniho

gisla plati dle (3.4.1-13) a (3.3-1) (3.6.3-3)

[[u!ﬂg = K2+Y2 = ZE/S(cash2(¢)+sinh2(¢ﬂ) = Zg/scosh(EQ).

Argument tohoto &isla urdime ze vztahu (3.4.2-51).
Oznaéme *I operaci néasobeni komplexnich &isel. Pak je

s Uy (3.6.3-4)

strukturou estimaénich ud&losti. Ta neni izomorfni se strukturou



- 35 -
€§ (3.6.2-1), jak bylo ukazhno v 3.4.1. Je tFeba si téZ v3imnout,
Ze — na rozdil od §§ - neni struktura 9? ke své strukturni ope-

raci uzaviena. Estimadni udalosti vSak pfesto nebudou prechazet
pPi nasobeni komplexnich &isel diagonadly roviny, jak vyplyne =ze
zplisobu jejich uZivani a z jejich vazby (3.6.3-2) na &isla dvo-
jita.

Strukturu 9? nazveme ESTIMACNT STRUKTURQU. Tato struktura je

podle pravé uvedeného lemmatu rovnéZ obrazem struktury neurdi-

tych dat, neni ale jejich modelem.

3.6.4 Jedinednost kvantifika&ni a estimadni struktury

Kvantifikadéni struktura je modelem dat. Shrnme nyni ziskané po-

znatky o jedineénosti modelu dat.

race skladani zobrazeni. Pak plati, Ze struktura <§2,0> je
izomorfni s kterymkoliv modelem dat.
Dbkaz: Podle lemmatu 5.2 miZe byt kaZd§ kvantifika&ni operétor

qet?—reprezentovan dvojitim &islem prvniho druhu G(g) urdenim

.Véta 7: BudiZ Qanoéina v8ech kvantifikadnich operatori a ope—

dle (3.6.1-4). Bijekce gq +» G(q) je izomorfismus, nebot slo-
Zené zobrazeni q,oq, se reprezentuje souinem G(qﬂ)G(qe)
prislusnych dvojityeh &isel. Struktura (4,°) je proto izo-
morfni se strukturou 9? (3.6.2—1)ja tudiz i s kaZdym mode-
lem dat. A
Disledkem 5.2 byla prokazana existence pravé dvou struktur gnos-—-
tickych operadtord, kvantifikaéni a estimadni. Ty navzajem 1izo-
morfni nejsou. Druhy axiom vymezil jedinou grupu kvantifikadnich
operatorfi,izomorfni s grupou kvantifika&nich udalosti, modelem

dat. V tomto smyslu je kvantifikadni struktura jedineéna.

Co v8ak lze zatim Pici k othzce o jedineCnosti estimaéni struk-
tury? Pozastavme se pfedevdim u volby nazvu pro kohplexni al~
ternativu struktury paroviych &isel. Volba nazvu "kvantifikaéni"
pro strukturu dvojit¥ych &Eisel by méla byt povaZovana za pPfiroze-
nou po tom, c¢o byla vyslovena véta 6 o izomorfismu této

struktury s maticovim modelem dat odvozenym =z prvniho axidhu,

ktery formuluje pPtedpoklady o kvantifikaénim procesu. Ke spojo-
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vani komplexni verze pérovych ¢&isel s procesem odhadovéni
idedlnich hodnot, s estimaci, mame zatim dlvody ryze form&lni.
Mezi ob&ma strukturami existuje bijekce ( 3.4.1-16,, kterd neni
izomorfismem. 2 véty 4 vime, Ze ze struktury 9% (s »proto i 2 ?&,

nebot druh komplexniho &isla se shoduje s druhem jenuv odpovida-

vidajiciho dvojitého <&isla) 1lze zavedenimi zobrazenimi - o
vo0z8iFeni nonidd o diagonily OUC—-vytvofit dvz alosbhry, Cod
jsou podle véty 2 v algehwraicikém smyslu a podle vty 5 1 v peo-

— Y.~ 3y X .4 2 (s 2 - ¥ - e " A=y Y 17X
smetriclénm smyslu jedinedné, Axiom 2 rovndi vymezil prave 4

e
verze gnostickzho operitoru, dvojitou a lomplaxnei. Te vSe jsou

(=)
zmin&né formalni dlvody. Pozd&ji vSak sezname, Ze z tohoto dua-
lizmu obou struktur vyplivajl i vyznamaé vécrné &Uvod
YLy
toZnénl komplexni struktury s modelem estimaénino procesu: tako-

va volva estimainiho modelu se ukéze volbou optimalni.

Vraftme se tedy k otédzce jednoznaénosti: estimaéni struktura je

jedin& struktura, kter&d je duadlni se strukturou kvantifikadni.

3.6.5 Trojice gnostickych operatort

Definice 9 gnostického operbdtoru pripousSti zmény jak argumentu,
tak i1 modulu gnostické udb&losti, avSak kvantifikadini i estimadni
operadtory mdni pouze argument. Za treti typ gnostického operato-
ru p¥ijmeme operétor lkontrakce dle definice 7, =x»eprezentovan?

parovym &islem prvniho druhv k+0c, kde kéﬂ+. Je patrné, Ze tento

sla & 2 ho lze povaZovat

(Y

overator méni pouze modul pirového &

jak za dvojii ox 1 za komplexni Cislo. Heni spjat s neurli-

~

tosti dat, nibrz s jejich ide&lni hodnotou. 72 rovnosti (3.6.2-3)
a (3.6.3-3) vidime, Ze kontrakce méa stejny G&inek jako zména
1/8

"standardizované" idealni hodnoty ZO

.V tomto smyslu je kon-

trakéni operator modelem vlivu zm&n poznavané kvantity na datum
(p¥i konstantnim vlivu neurditosti), zatimco kvantifika&ni ope-
rator je modelem vlivu zm&n neurditosti na datum (p¥i konstantni
poznavané kvantité&). Takové vlastnosti jsme konstatovali uZ u
dvojicovich modeln (viz (3.2.2-9) a (3.2.2-10)).

Estimadni operidtor viak tak jednodule interpretovat zatim neumi —~

me. Je modelem naSeho dodatedného, "um&lého" pdsobeni na datum,
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které mi zajistit co nejhdinnd&jsdi potladeni vlivu neuréitosti.
Estimaéni oté&deni gnostické udélosti pledpoklédé neménnost data
jako vysledku kvantifiltace, tj. neménnost (alespon bé&hem estima-

ce) jak poznivané, tal i rugivé lkvantity. V estimednim procesu

se méni Douze nasd qubaektwvni vliv na dané datum. To Dbude
zirein jEi yo=ANii i analise snosticlienr cylili.
5.7 sepriely prostor gmosticizfeb wiflosti s paosbiclky poiyd

3.7.1 Vaillerostl & rychlosti

Dvourozmérnl lineirni prostor zobrazzujici neurdéitéd da

oostické teorii ¢gve interpretace, Nvantilikalni e estimadni,

piatl 5 dvima {ypy pirovycn Eisel. Kapitola 3.4.2 ukazalz, Ze

[V

2]

volba mezi dvojitimi a tomplexnimi éisly je soudasné volbou ska-
larnino souinu,a tudi2 i geometrie. 72 véty 6 plyne, Ze prostor
kvantifikaénich udalosti se modeluje mnoZinou dvojitych &isely a
ma tudiZz geometrii roviny Minkowského. Prostor estimadnich uvda-
losti, modelovanych mnoZinou komplexnich &isel, m& Eukleidovu
geometrii. Metriku prostoru chapeme ve smyslu Riemannovy geomet-
rie, tJj. jako zadédni pole metriclkého tenzoru na diferencovatelné
varietd [11]. Roli metrického tenzoru v nafem pripadé hraje ma-

tice &o (3.4,2-1), urédujici skalarni soudin (3.4.2-2). Ten uréuje

i déllty cest. FProtoZe jsou zavedeny dva typy slelérniho soufinu
(C=C,1), lze Gilky cest noduotit ové zrntsobr. Cestu je proto
trebe definovat mna nosicéi obou metrickych prostori. CESTOU

VqUC nzzveme kz2d& spojité zobrereni uzavieného intervaluycﬁ1 do
1UC opatiensho eulleidovskou tapologii, které je spojite dife-
rencovatelné a pro néz plati: jestlizZe t¢) 2 t' je vnitind bod‘l
pak v(t)tv . ecné cesty udeme obvykle znadit v, 2
k v(t)$v(t'). Obecné ty bud bvykl 3 OBRAZ
CESTY bude %§:=vg7)cquc. Budte :7=[a,b], d1,d2€;ada¢ové dvojice,
v cestsa,
%6(61) = v(a), U= ?b(dE) = v(b). (3.7.1-1)
Délka cesty od gnostické udadlosti uy k vdalosti Us PO cest& v

parametricky zadané parovou funkei v1(t)+v2(t)c, (téy), je Tovna
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1
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a a (3.7.1-2)
Ta ie »7vi C=I re&ln& vZay, zetimco »ti C=d je v =zivislosti na
intezradni cestd bud reflni, nebo komplexni. oz &me ve shodd s
[15] Jerivaci Allby  perametirizovand centy v podle paranctru
PYCHLOSTE (&1 Gplndjii RYCHLOSTE POHYRU PO CrETR). 2 nosled-

%

niro “rtahu ftedy costhvwéme nro »yenlost gnoctic'liiho pohrbu obec-

lJ:::/ W :),73\_‘.2_’,- __________

al df1 Py 2/ " 2

=z = s - C( 5+ . (2.7.4=-33

ct Jt (A -
r 4 3 > ¢ . ’ : 1 . 1 c -y~ P L
4atinm jsrie poudivali kaviézské souradnice (v ,vS). Prejdeme -
soufadnicim polarnim: Neeht znali

V_ A= lv‘ .7.1-4
rC C (3 )

modulovou slo¥ku (3.4.1-13) cesty v a AT jeji {Ghlovou slozku.
Pak pro cestu v=v1+v20, kde

v1= VrCCOSh(C%uC) ve= vrCC_1sinh(Cﬂ»C) (3.7.1-5)

dostAvéame rychlost v polArnich sou¥adnicich (rc,ab)

[T RS
U ) e (M (7.1-0)
at— = at Y TpghTdEm s v S

V tomto vsorci & piispdvel: thlové slofly rychlosti wihu, Iliteréd
se rovné vadratu modulu parovéEho Eisla. Zato vialk ve vzorcl pro

peri&rnouv hocdrotu 1rychlosti

. A TN T L2
S e DY (e (g
v . &t dt at / ch
r(
po pfechodu ¥ souladnicim (log(rc),ab) maji oba prispdviky vahy
konstantni, stejné jako tomu bylo ve vztahu (3.7.1-3).
Zatim jsme se zabyvali skalédrni rychlosti{. Srovnénim vztahu (3.

72.1-2) s definici (3.4.2-2) skalirniho soudinu prichazime k& to-

Gl
mu, Z2e skalarni rychlost E%Y Je modulem VEKTORU RYCHLOSTI %,

_dv . av! . dv® o (3.7.1-8)
- 8t T at it~ ¢ 0
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Nas budou zzjimat zejména vzdAlenosti mezi dvéma wuwdalostmi, =z
aichZ druhé vznikla z prvé urditou transformaci, plsobenim gnos-

tického operatoru.

3.7.2 Gnostické cesty a vztazhy wmezi nimi

Definice 11: Pro “aidé de¢R definujme nisledunjici liiviy nv=cv(d)
=y (2) jeiich obraszy
(Ytéﬂq)(Jv: t F??j(d)e:p(jt)), 8};: é;, (3.7.2-1)
(Vté(~ﬂ7h~arg1(?}(d)),ﬂ7b—ar51(Ti(d)))) _ (3.7.2=2)
(ITI Lo ?&(d)exr(it)) E..= g;,
(VteR )(C=J, D (pv: t = T5(d)t), &= . (3.7.2-3)

Restrikce té&chto k¥ivek na uzaviené intervaly budeme naziyvat
GNOSTICKYMI CESTAMI. Indexy I,J,K budou odliSovat kvantifi-
kaéni, estimadni a kontrakéni cesty. Pokud soudasné uvazZujeme

gnostickou (Cv) a kontrakéni (Ku) cestu, je Kve,lUC.

Rekneme, Ze parovs &isla u u'eU, jsou vzajemns C-ORTOGO-

b}
NALNI, je—-1li jejich skaladrni soudin nulovy, tj.

(u,u*)=0. (3.7.2-4)
ﬁekneme, Ze Aavé cesty v,v' jsou v bodé uefiﬂ%i, navzéjem C-
ortozon&lni existuji-1li tedom(v) z t'eDom(v') tak, e plati

b
sovlasne atehy

vo= v(t) = v (L") (), (t"))e= 0. (3.7.2-5)

1

Taxto jsme zavedli z&kladni parametrizaci gnostickich cest. Za
rovnéZ pripustnou budeme povaZovat kaZdou parametrizaci odvoze-
nou ze zakladni parametrizace pomoci ryze monotonniho spojit?d

diferencovatelného zobrazeni.

Definice ortogonality parovych &isel neni trivialni, nebot ob-
dobou eukleidovského thlu T/2 by byla nekoneéni hodnota fthlu mé&-
Feného v geometrii Minkowského, ta viak by byla spjata s neko-
neénimi hodnotami sloZek dvojitého éisla’a ty nejsou definovéany.
Je-1i ale vylouden nekoneédn¥ argument dvojitého <&isla, je diky
(3.4.2-30) vylouden i argument +NW/2 i =M/2 komplexniho ¢&isla.



- 40 -
Presto se setlkavéme s pérovimi &isly vzdjemné ortogonalnimi:

Lemma_4: Platil nésledujici vztahy ortogonality:

——— e ———

(3.7.2-6)
(VU€UJ)(VkEH+)((U;kTP(U))J=(U,de(Tr(Sd(u))))J=O),
(3-7‘2_7)
\FUEUI)(VEGR+)((u,de(Tr(u)))Tz(u,kTr(Sd(u)))I:O)‘
______ ednl =z Jefivice ortogonality rnirovich fisgel) = z obr.1.
Je patrni, Ze ortozonalita paroviel éisel se miZe wyslhvinout jen
mezi porovimi Cisly mizndho drunu.
A
Lemme 5: Heceh® ¢eR . Pak pro C=J,I jsou cesty Cv(d) a VV(d)
C-ortogoniélni.
Dikaz: Necht u=%.(d). Pri parametrizaci dle definice 11 je

zie jmé u=Kv(1)=Cv(O). Také je K\}(1)=u, CO(O)=cu. Pro C=1 Jje

cu=Tr(8d(u)), pro C=J je cu=Tr(u), a proto podle lemmatu 4

plati (u,cu)c=0. N

Kontrakéni cesta je tedy ortogondlni jak ke kvantifikacéni cesté,
tak 1 k estimaéni cesté& (v prislusné geometrii, v Kka?dém bodé,
kde se tyto cesty protinaji). To ovSem neni prekvapujici, proto-
ze v obou pPipadech jde o ortogonalitu teédny kruznice s jejim
polomérem. Gnostické interpretace viak u? talk samozfejiné neni:

Pohyb ve sméru kontrakéni cesty modeluje zmény poznavané kvaniti-

2o

ty, tudiZ skuteén§y pohyb. Kventifikalni ot&deni modeluje naproti
tomu zmény rusivé lkvantity, pohyb zdanlivy. Pri estimaci vyvols-
vame rovnéZ ponyb zdanlivi, ktery mi "Eelit" zZménin  zpisoveniin
neuréitosti. Zmé&ny dat cdréazeji vlivy ohecu druht pohybu, ty vsak
separovat neumime, 2zname-1li pouze data. Nyni jsme vSak 2iskall
dal%¥i poznatek o cdlisnosti téchto dvou vlivi: otadivy gnosticky
ponyb je se skutednym pohybem C—-ortogonalni.

2 (3.7.1=-7) a (3.7.1~4) také vyplyva, Ze vektor rychlosti

ot&deni je v zmzvislosti na sméru ot&feni reprezentovédn parovim
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¢islem druvhého nebo &tvrtého druhu. Derivovanim parového disla

podle parametru tedy rovnéZ pfechizime pfes diagonély roviny.

3.7.3 Varia&ni teorém pro gnostické cesty
POMERNOU C-DELKU cesty v mezi body d1 a d2 definujeme ve

shodé& s (3.7.1-2) a (3.7.1=-7) pro C=J,I takto:
b

dg(dy,dpiv)is g ;iadlv. (3.7.3-1)
a

UvaZujme pevny interval [a,b16R1. Budiz &b mnozina vSech cest ve
1UC’ parametrizovanych na intervalu {a,bJ. Pro kazdé v €1UC

oznacme

ﬂb(v):={v'é1UC v'(a)=v(a),v'(b)=v(b)}- (3.7.3-2)
Pro kazda 5;, 52, 5;6R+ definujme mnoZinu ﬂé(v,ﬁg,éé,és) takto:

(3.7.3-3)
uc(v,J;,éé,é;)::{v'eb%(v)

sup|vrC—v;C|<§;, S}
N e

suplvrC vrC|< R sup\%uc ch|< 3]
kde suprema‘ bereme p¥es vEechny bodu intervalu [a,b}. Lze ukéa-
zat, Ze {ac(v,51,5é,5;) veUC,SQ,Sé,356R+} tvor{ subbhzi ndjaké

topologie na uC‘ Tuto topologii nazveme C1~topologii na &é.

V&ta 8:Nechi dek a cv(d) (resp,Kv(d)) je gnosticka k¥ivka para-
metrizovanh dle definice 11. Necht La,b1€R1a v znadi cestu
parametrizovanou na intervalu [a,ﬁ]. Pak plati:

a) Je-li vc Iv(d), je pom&rna I-délka cesty v minimem pomér-
nych I-délek vsech cest v &&(v).

b) Je-li chv(d) a g=|23(d)|J, pak
1) v kazdém bodé& cesty v'ézé(v,g/2,574,1/2) je hodnota

y dl_,
v , - P
ST g§o rvze imaginarni,
rC

2) absolutni hodnota pom&rné J-dé&lky cesty Vv Je lok&lnim
maximem absolutnich hodnot pom&rnych J-délek cest z

Uicv,872,67m,1/2).
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c) Je-1i C=I a chv(d), pak je pomé&rna I-délka cesty v mi-—
nimem pomérnych I-délek viech cest vézi(v).

d) Je-1li C=dJ a vepv(d), pak je absolutni hodnota pom&rné J-

délky cesty v lok&lnim maximem absolutnich hodnot pomér—
nych J-délek cest ve&g(v,a,1/2,1/(2(b+a))).

Dikaz: UvaZujme d1=?61(v(a)) a d2:?61(v(b)) a oznadme ¢ derivaci

funkce q(t) dle t. Pak za predpokladt véty 8 plati
o
a.(d,,dv) = | G /v D% ¢%(, )% (3.7.3-4)
Ccr=11r27 rC° " rC W ’ T
a

Je-1li chv(d), je v_o konstantni a ﬂﬂc(t)=t+argc(fb(d)).

Necht ! je cesta leZicil v pPfisluBném ckoli cesty wv. Pro
kazde vela,b] budiz wy(t)=v! (+)=v_(£), Wo(t)=v e (t)=v, ().
V ptripadé a) je
: b - R
do(dy,dosv'y = VTwI /(v p+wp) )T+ (M4d ) %dt 2
“ (3.7.3-5)

b b
z _S| 1+wIldt = S(1+w1)dt = b-a = dI(dq;dg;V)-
a a

V pPipadé b) je za prijatych podminek pro kazdé te¢ bqb]
2

2 .
(1 3y ") AN VY 2
s EEE = (;;EI;E> - (ﬂ+uh) (3:375) - {(1-1/2)7=0,

takZe plati b1). Protoze v'eaﬁ(v,572,574,1/2), plati pro kaZ-

dé tE[a,b] omezeni |WJ(t)|<1/2fa tudiz i 1+WJ(t)>O; proto

D e
[a5¢apsdgiv ] = [ § =i /(v ) (4 1))y atl =
b
< | (1+&h)dt[= | b-a | = ldJ(d1,d2;v)|. (3.7.3-6)
a

V pripadd ¢) i d) je a>0 a dle (3.7.1-7) plati pro [ZT,(d)] .=k

pFri V£C=<t+w0(t))k’ V¢C= qwc(t)+ab(t) vztah
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b e
o 3
dpldy,dysvt) = éVEaElog(kt+ka))2* C%Qédt. (3.7.3-7)

Pro C=1I je
(3.7.3-3)

b ]
dI(u1,u2;v‘)2 g(a% log(kt+kwc))dt = log(h-2) = dI(dq,d2;v)‘
(2.7.3=0)

21 < (Ea% 2 %
A ( Cj N (1,1/2 - ! '
(vlp at- ) o \Ewun )T ()" 2 _E:T"> B (% 55?7) - ¢

a% log(t+wc)=(1+WC)/(t+wc)>O,

[S)
rd

3

Q

<
7218
o
[¢]
o
3

Ry
ck
™

r-E‘ )
e

3
[
]
+
[N

b (2.7.3-10)
25370 {Y(gE TosCere))® = Tog(b/a) = d5(a;,d,m).

ck
o
~ [
[
¢

L

d g

-

Platf tedy c¢) i d). R

V dals$im budeme potrebovat dopln&k k C v {J,I}. PoloZme proto
J'=1, I'=J. Plati tedy

(¢} = {3, 1]\ {c}, -cr2= 2, (3.7.3-11)

Déisledek 8.1: Necht a,b,v maji tent{Z vyznam jako ve vété 8,

d1=26_q(v(a)>x d2=%61(v(b>),COC1=argC(v(a)),<x@2=argc(v(b>).

Palx pro vom&rnou C—~3d&lku cesty v plati votah
d&dpc?v)u(%mgb%mw(a)w =(%H-%”ﬂr‘ (3.7.3-12)
Dikez: Dosazenim vrc=konst‘ do (3.7.3-2). .
2 (3.7.3-12) je patrné, Ze pomdrné J-délka fOseluv hvantifiladnt
cesty je imaginadrni. Proto se ve vé&té 8 hovoil o absclutni hod-
noté této délky. Estimaini cesta mé readlnou pomé&rnou I-délku.

PoSkozeni dat neurditosti tedy mé¥ime pPredevZim Uhly parovych
¢isel predstavujicich tato data. V kvantifikaénim pfipadé je to

pfirozené, vidyt thel @. byl axiomem 1 zaveden jako obraz neur-

gitosti. Poznatlem je vZak variaédni vlastnost této &iselné cha-
J

rakteristiky neurlitosti: je to maximum pom@&rnych J-délel cest
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variovanych v okoli kvantifikadni cesty. Dle tohoto modelu tedy
"phiroda" kazi data neurditosti '“co nejvice". Na subjektu,
ktery hodla odhadovanim co nejefektivnéji &elit tomuto poskozeni
dat, je vybér cesty, po niZ Dby se co nejsnadnéji vritil k
vichozi ideAlni hodnot# data. K tomu pouZélje cestu & nejmenii
romérnou T-délkou, tj. estinmndni cestu. To Jje prvnd véen
pro ey jsme se rozhiodli nozvet lomplewns
#-roreh  Eizel estimadni: ne estiinndnil cestd plati Mopal-

M yeeaa T - i L 2 - [ b
ny" variaénl princi. nef nz Trantifilatng cegto

Extovaileni  jsou v diferencifdlni reometrii geodetické Biry.
V pseudoeuxleidovskfch prosteorech jsou jimi pPFSimky [11], proto

viastnosti kontrakénich cest nejisou ni&im neodekévanim. V7ie ale
bylo ukizéno, Ze i pro d&lly oblouk® lkruZnie méPenych dhly
obou z uvaZovan¥ech metrik lze najit vlastnosti geodetickjch &ar;

to proto, Ze v soufadnicich (IOE(PC),MC) ma metrick{ tenzor

dle (3.7.1-6) opét konstantni sloZky, oblouky kruZnic se zobra-
zi jako fisedky.

3.8 Vahe a irrelevance jednotlivého data

Vzorce (3.4.2-55) a (3.4,2-56) maji v dalsim znadnou dileZitost,
nebot je lze vyu2it nékolika zpisoby k hodnocen! mnoZstvi

neuréitvosti dat. Proto se jimi budeme zabivat podrobadji.

vV ritedchézejicich tvehéich jsme &asto pracovali s lonkrétni cdato-
vou dvojici a pii potieb® zdiraznit jeji konstantnost jsme zna-
6ili jeli sloZly vell:jmi pigmeny., V daldim mife bit proménnég jalk

datova dvojice d, tak i jeji obrez, gnosticki ud&lost u =f&{d} =

x+yc. Budeme potTFebovat i1 dalsi funkce datovych dvojic, pPFipadné
jejich sloZek; ty budou tézZ funkcemi gnostickfch udadlosti, pro-
toZe Ty Je bijekei nosida R a AU~ Podle poitfeby Dbudeme kaZdou

takovou funkei q zapisovat jako q(d), &i jako alu), alx,y), a(@)
apod.ya mit pfitom na mysli vE8echny jiZ szavedené bijekce mezi
jednotlivimi defini¢énimi oblastmi.
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Defipice 12: Budi? d¢R datova dvojice a x+yc:26(d) gnosticka u-

chlost tuto dvojici rewrezentujici. VAHOU datové dvojice 4@

nazveme kladné &islo

2 n2. 2 2 2.2 A

fo = (xXT+Cy )/ i7=Cy D) (3.8-1)

2 iejt IRRELEVANGCI reislné &islo
o »)

N o= 2xv/(27-070) (3.6-7)

v
Tveatifilalal versze (C=J) técnto v/ razit budeme znalit £. & b.

u o

o oes ini verz = (C=1) fI a lig
VERNOST! datové dvojice nazveme jeji estimaéni vihu Iy-

Sude uviiteént zapset tyto charalteristiky jake explicitni funkee

data & jeho ideadlni hodnoty.

Lemma 6: Budiz d=(2]/5,$) datova dvoitce a A_, A a 2 dle (3.1-0)

a¥ (3.1-14). Budiz

Q = exp(20). (3.8-3)
Pak pro C=J,I plati
Q = exp(2(A-h YS), a = (225, (3.8-3")
fn = ((Qr1/Q)/2)° (3.8-4)
he = 2(0-1/0)/((0+1/@)(1-6%)+2(14¢?)). (3.8-5)
Diikaz: Necht x+yc=2b(d). 2 cefinice gnosticlie wiflosti Wl e
Jji veztzhy K:Zl/30ﬁeh(@) z yZZg/€Sinh(@), proto uviivlin voorel

’

hyperholiclich funkcl dostaneme

:"'/."_ - (01/2—02/(\-’./2)/((:1/2+CZ/O,|/?), (3‘/:_‘(’)

co? dosadime do (3.8-1)-(3.8-2) a visledek upravine.

»

P v ~ . . - A y - / -
Je patrné, Ze »pri Z=ZO je vérnost rovna jedné a Ze monotvonné

kles&, vzdaluje-1li se 2 od ide&lri hodnoty. Je to tedy vérnost
data ide&lni hodnoté. 2 (3.8-4) vidime, Ze

£1= 1/, (3.8~7)

takZe s rtistem vlivu neurditosti kvantifikaéni vaha roste a es-
timaEni viha klesi. Pro pPesna data (Q=1) jsou obé& irrelevance
nulové (datum je "plnd& relevantni' pro posuzovani ideldlni hod-
noty). Probiha-1i @ interval hodnot z otev¥eného intervalu od



nuly 6o nekonedna, mEni se kvantifika&ni irrelevance monotdnné
od minus do vlus nekonelna & estimz&ni irrelevance od minus jed-
né do plus jedné. Zavadéné charakteristiky neuréitosti dat viak

—

maji Fadu daldich vlastnosti pozoruhodnych = ndkolikas hledisek.

2.8.1 Algebraiclé a geonmetriclid interpretace vihy a irrelevince
¥ A, . .. - \ et g
Lemita 7: Ducte deR Gato L ¢ ojice, C=5,T, n=T,(2) snosticrki u-
e ——— Al
G&1 o Qc:,_;_~gc(u)
T n.,Lz
ATl - O

U/Sd(u)=fc+chcscosh(ECQC)+C_isjn“(?C&C)c. (2.8.1-1
Uavic C=d => Sd(Tr(u))/u=hJ-ij, (3.5.1-2)
C=1 = Tr(u)/u=hT+ifI. (3.8.1-3)

[

Dikaz: Provedenim naznaleného déleni. Tvar operatoru otéaden o

dvojnasobny fGhel v (3.B.1-1) plyne 2ze srovnani definic

(3.8-1) a (3.8-2) s 3dhasledkem 4.5. N

Viha 1 irrelevance dat jsou tedy (zce spjaty s operacemi sdruZo-
vani a transpozice, kteréd vytvareji =z parovych <&isel <&isla
"podobna". Podle pravé uvedenych vztahd jsou sloZkemi pérovych
tisel, kterad reprezentuji viznamné operadtory na mioZi

dvojityen a pirovich &isel.

pouze nea arzumentu phirovéno

3.8.2 Statisticki interpretsce vahy a irrelevance
£ J
Oznaéme 0(.) Landaudv symbol [16]. Budte wue€,Uj 2 ®,\V argumenty
]
paroviych Cisel v a ?(u).

Lemma 8: Necht pro C=J,I znaéi f~ a ha vihu a irrelevanci da-

tové dvojice d=<21/s,@>, \y:=argI(Ti(d>>'
Pak pii $—=0 plati vztahy
v =p+0@d3), (3.8.2-1)
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fC=1+(2@)2C2/2+0(@4), (3.8.2-2)
h,=25+0($7), (3.8.2-3)

polyncmu a uzitim vztahu (3.6.3-2). A

Tyto vztahy ukazuji, Ze irrelevance scuvisi s chybou dat a vaha
s rozptylenim dat. Pfipomeneme-li si (3.1-10), odkud plyne
$ = (a - n)ss, (3.8.2-4)

tj. @ jake "normalizovana'" cdchylka aditivniho data od idealni
hednoty, ozfejmi se zavazZny rozdil gnostickych charakteristik o-
proti bé&Zné uZivanym charakteristikéam chyb dat. UvaZme nejprve
pfipad dat zatiZenych jen malou chybou. Pak se jak p¥i C=J, tak
i pfi C=I irrelevance pfibliZi (z obou stran) k dvojnasobku
"obvyklé" chyby (3.8.2-4) a absolutni hodnota odchylky vahy od
Jednidky k dvojnasobku &tverce této chyby. Kdybychem stanovili
praméry téchto charakteristik jednotliv§ch dat, dospéli bychom k
obvyklym statistickjm vyb&rovym odhadtim prvniho a druhé&ho mo-
mentu. P¥i slabych chybach dat @—> 0) maji tedy gnostick& véaha
a irrelevance jednoduchou statistickou interpretaci. Pfi silnych
chybach dat se od klasickych statistickych charakteristik vji-
znamné odlisuji. Jak se pozd&ji presvédéime, vyznaduji se pfiro-

zenou robustnosti vzhledem k silnym chybam dat.

3.8.3 Termodynamick&d interpretace gnostické vahy: entropie data

Definice 13: Budiz d¢¥® datova dvojice, C=J,I. BENERGII datové

dvojice d nazveme &tverec modulu parcvého &isla Tb(d).
ZMENOU ENTROPIE e, datové dvojice d5 majici vahu f, nazveme
hodnctu vyrazu fC—1.

Motivace: Data jsou vytvafena kvantifikaci, bud mé&¥enim nebo &4i—

tanim. 0b& tyto moZnosti se stale fastéji realizuji s vyuZitim
elektroniky. Tam, kde zatim elektronicky m&fit nebo &itat neumi-
me, miZeme kvantifika&ni proces elektronicky modelovat. Ve vSech
takovych pripadech jJe pak kvantita reprezentovina elektrickou

veligdinou, niabojem, poltem standardnich impulsd, prcudem &1 na-
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pétim. Ve v3ech té&chto pFfipadech je energie "obrazu" kvantity
(nebo vikon, rychlost zmény energie) p¥imo m&rnia &tverci této
kvantity. My kvantitu zobrazujeme jako parové éislo. Udinme to
alespon mySlenkové pomoci obrazovky, JjejiZ nevychyleny svazek
elektronll =zobrazuje podatek (0+0c) soufadnicového systému
(x,yc). Pro periodické zobrazovani parového &isla vytvofime po-
sloupnost vychylovacich impuls@ pro horizontalni smér (Gmérnjych

x) a pro vertikalni smér (tmérnych y). Energie té&chto impulsd
bude Jednak x2, jednak yg. Soudet (EI) obhou energil prijmeme za
model kvadriatu modulu komplexniho &isla, rozdil (EJ) za model

é¢tverce modulu dvojitého &isla. Argument zobrazovaného parového
¢isla bude pFitom spjat nikoliv s energii impulsi, ale s jJejich
fazi. Nas zajimaji jen relativni vztahy mezi daty, wé&fitko =zde
nehraje roliy a proto koeficient Gmé&rnosti piijiméame za
jednotkov?.

Parovym &isllim,a tim i datim,tudiz pFifazujeme energii. To ale
umoZnujJe pPfifadit jim 1 teplotu, napfiklad pomoci mySleného
pokusu, pfi némZ tato energie pFreveden&d na teplo ohtfeje néjaky
predmét. Teplota pak bude linearn{ funkei energie. _
UvaZujme gnosticky pohyb predstavujiciho bodu po kvantifikadéni
cesté Jv- Podél této cesty je tedy energie E dvojité proménné

konstantni, rovna se x2—y2. Energie EI=x2+y komplexni proménné

roste diky prispévku rufivé kvantity. P#i pohybu po estimadni
cesté jJe energie EI konstantni a roste energie EJ. Rozdil EI—EJ
je tedy 2y . Energii pFeménénou na teplo dodame néjakému té&lesu,
nebo mu ji odnimame (podle =2znaménka Cz). Element predavaného
tepelného mnoZstvi je pak roven

aQ = qu(Eng (3.8.3-1)
kde Kq je né&jakd konstanta. Je-1i pfitom okamzitld teplota télesa

2)’

rovna TC a =znati-1li Q1 a Q2 pofatedni a kone&nou hodnotu

predaného tepelného mnoZstvi, zméni se termodynamick& entropie

télesa podle 2n&mého vzorce

el = S T dq. (3.8.3-2)
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JestliZe je teplota uréena energii EC’ kterd je na pifislugné

cesté konstantni, rovna se

2
To= (x7= Ky (3.8.3-3)

(s konstantou Kt) a nezavisi na integradéni proménné. Proto je

ngg)

el = Q= Q)/Tg, (3.8.3-4)
neboli
ol = }_{g __E_ng___ - }_{a (f.-1) (3.6.3-5)
C K, (x2_ Ceyz) K, ~°¢C

Méritkovy koeficient nehraje podstatnou flohu, volime jednotku.
Pak je zména entropiejodpovidajici kvantifikaéni cesté od ideal-

1/8

- L

ni hodnoty (u=2 +03j) k hodnot& reprezentované dvojitim islem

x+y jqrovna fJ—1, zatimco zména entropie odpovidajici estimaéni
cesté od bodu x+yi k bodu s nulovou slozkou y je 1—fI. Plati tu-
diz

eé= fc¥1 = ep, (3.8,.3-6)

coZ motivuje pPijimanou definieci zm&ny entropie. Termodynamicka
entropie je kvantitativni charakteristikou vyuZitelnosti (tudiz
kvality) energie, neboli neuspofadanosti (neurditosti) stavu né-
jakého systému. Vahu data méni prispévek neuréitosti poznavaciho
procesu. Vztah (3.8.3-6) predstavuje termodynamické hodnoceni

této "informadni" neurditosti.

3.8.4 Difdze entropie
Nad &étvrtrovinou odpovidajici 1UC je tedy definovano skalarni
pole ec(x,y). Zabyvejme se vlastnostmi tohoto pole a s nim sou-

visejicich poli vadhy a irrelevance.

1

Je-1i q: U — R' (C=d,I) diferencovatelna funkce, pak

.1

gradc(q):= %% + %% c (3.8.4-1)

znai gradient skalarniho pole q(x,y) zapsany ve tvaru parového

isla.
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M&jme parova &isla u,v. Hekneme, zZe
A) parové dislo v sm&fuje v bod& u k ose Pr(.), jestliZe exis-—
tuje keéR, tak, ze Pr(u+kv)=0,

B) parové &islo v sm&Fuje v bod& u od osy Pr(.), jestliZe pro

v8echna keR, je Pr{u+kv)+ 0.
Véta 9: Necht d¢A je datova dvojice, C=J,T, cv(d) gnosticka

kifivka a &b jeji obraz. Pak plati

) (3keR ) (Yue £)( | grad y(eg(u)) | o= grad o (£,(w)) |g=kihg(w) ),

b) GxeR,)(Vuef) (| grad  (hy(u)) { o=k (w)),

c) v bodé u:x+yceﬁé isou gradc(fc(u)) i gradc(hc(u)) koline-

arni s vektorem rychlosti I& po cesté v v bodé x+yi,

d) pro v3echna u=x+ycé€ &E sm&fuje gradJ(fJ) v  bodé& x+yj od
osy Pr(.) a gradI(fI) v bod& x+yi k této ose,

e) pro viechna u=x+ycefé sm&Fuje gradc(hc) v bod® u k ose
pr(.).

Dikaz: Provedenim derivaci naznadenych v (3.8.4-1) dostaneme

gradc(fc) = gradc(ec) = (Angy/(xz—Czyg)E(—y+xc), (3.8.4-2)

grad (hy) = 2(x240%2) /(x°~C2y2) 2 (my+xc). (3.8.4-3)
Tyto vztahy upravime zavedenim modulu rC:|u|C a idrrelevance

h, dle (3.8-2) na
gradc(fc) = (202hc/rg)(—y+xc), (3.8.4-4)

e
grad,(hy) = (2f /v ) (~y+xe). (3.8.4-5)
Na ktivce Cv(d) je jak ry, tak i ‘_Y+XO|C konstantni, proto

plati a) i b). Vektor rychlosti pohybu po estimadni cesté& je
pedle lemmatu 5 ortogon&dlni s &islem x+yi, stejné jako &islo
—y+xi. Proto porovnanim s (3.8.4-4)—(3.8.4-5) vyplyva c).
Necht pfi kvantifikaci roste y od nuly. Predstavujici bod o-
pisuje kvantifikadni k¥ivku od ideélni hodnoty u, a gradc(fc)
je zam&fen jako ~y+xec, vzhfiru vieve (obr.2a), tedy od osy

Pr(u). Bod u se pritom pohybuje opadné, jako ve spodni 8&sti
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obr.2a. Pfi C=I se zmé&ni smysl gradienta jako na obr.Z2c,
plati tedy d). Platnost tvrzeni e) je zfejma z (3.8.4-5) a =z

obr.2bh a 2d.
A

Gradient je kolinearni se smérem nejvéti3iho ristu skaladrniho po-
le. Analyzovani pole maji specidlni kruhovou povahu: podél vsech
kruZnic rlzn¥ch polomérlh je zavislost pole na Ghlu stejnad. Proto
nam pripadd ten smér a smysl gradientd zkoumanych poli, ktery
maji v estimadni metrice (p¥i C=I), jako pFirozeny: <estimaéni
vAha klesid p¥i vzdalovani data od ide&lni hodnoty nejstrméji
proti sméru rychlosti pohybu, podél telny k estimaéni cesté. Es-
timaéni irrelevance od limitni hodnoty -1 monotonné roste k +1,

jestliZe Q probih& interval od —eco k +ec0, a spadnice reliéfu pole

5
irrelevance se také ptirozené kryje s estimadni cestou (obr.2d).
Jak si ale vysvétlit, Ze i pfi C=J zlUstavh spadnice =zachovéna,
atkoliv pohyb se uskutednuje po jiné, kvantifikalni cesté, po
cesté,kters jeﬁz.hlediska Eukleidovy geometrie hyperbolou ? Pri-
¢ina je v existenci dvou gradientd v Minkowského geometrii. Lze
uké&zat, Ze kontravariantni gradient [1?J je =zaméfen ve sméru
tedny kvantifikadni cesty, avs3ak pouZit¥ vzorec pro vipolet gra-
dientu odpovidéd kovariantnimu gradientu v Minkowského geometrii
a jedinému existujicimu gradientu v eukleidovské geometrii.
Nyni tedy vime, Ze 2z kaZdého bodu kvantifikadni cesty, kam neur-
¢itost vych¥lila datum, éimZ zvySila entropii, vede spadnice en-
tropie podél estimadni cesty, a Ze je to soudasné spadnice dal-
Eich polil.

Disledek 9.1: BudiZ deX datova dvojice. Pak cesta chv(d) smé—

rem k ose Pr(.) je cestou nejstrm&jsiho poklesu entropie a
nardstu vérnosti datové dvojice, jakoZ 1 cestou nejstrm&jsSiho

navratu kvantifika&ni i estimaéni irrelevance k nule.

Dosp&li jsme k druhému vé&cnému ddvodu pro vyb&r estimadni cesty:
Tato cesta zajiZtuje nejstrm&j%¥i navrat data (u) do stavu s a-
nulovanou sloZkou Se(u).

Prvni dvé tvrzeni véty 9 upozornuji na vzhjemmost vahy a irrele-
vance, kterou se vyznaduji vlnové procesy. Skute&né&, pro tyto

vz jemné vazané promé&nné snadno odveodime vlnové rovnice. K tomu
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zavedeme Laplacetiv operator:

Budiz C=d,1I, q:1UC~r R1 dvakrat diferencovatelna funkce. Pak

2 2
vZ(q):= -8 - ¢? 24 (3.8.4-6)
% ay

1
zna¢i Laplacelv operAdtor pro obé uvaZované geometrie [17}.

a irrelevance. Pak plati
-2

¢ fc
-2
C

Dikaz: Derivovanim gradientid (3.8.4-2)-(3.8.4-3) a dosazenim do

i

2
vC(fC) + 4r 0, (3.8.4-7)

2
Vc(hc) + 4r.hg 0. (31.8.4-8)

A
Nyni tedy lze shrnout termodynamickou interpretaci vahy a irre-—
levance takto: pole vhihy dat se jen o konstantu 1i%1 od pole
entropie, irrelevance charakterizuje strmost reliéfu pole en-
tropie nad rovinou zobrazujicei data, difdzni tok entropie. Roz-—-
loZeni zmén entropie, a tudiZ i vah dat a irrelevanci,nad rovinou

zobrazujici data Je podfizenc vlnovym rovnicim.

3.9 Informaéni zmény a distribu&ni funkce individualnich dat

3.9.1 Vzajemnia pfeména entropie a informace

Vyraz ziskany v (3.8.4-6) aplikaci Laplaceova operatoru (zapsa-
ného v dvou geometriich v souladu s obecnym tvarem [17]) ma v
teorii pole v¥znamnou interpretaci jako zfidlo skaldrniho pele,
bodovy v¥tok gradientu pole. Z (3.8.3-6) a (3.8-1) je patrné, Ze
pfi kvantifikaci entropie roste, pfi estimaci klesa. Jeji zridla

¢i nory maji na celé definidni oblasti 1UC s vijimkou pfimky y=0

nenulovou vydatnost. Z &eho se zmé&ny entrople rodi v jedné fazi
gnostického procesu a kam se ztraceji v jiné fazi? Druh§y ¢&len
rovnosti (3.8.4-7) kryje vydatnost ztidel entropie a taji v sobé
odpovéd na tuto otazku. Entropie hodnoti neuspofhdanost, neurdi-
tost. PFijmeme hypoté&zu, Ze zmény entropie dat jJscu vzajemné

spjaty se zmé&nami jiné charakteristiky neurditosti, mnoZstvi
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informace, kterad je v datech obsaZena. Takovid hypotéza je Jiz
dlouho p¥edmé&tem intenzivniho zajmu. V nasSem pripad& ji 1lze
konkretizovat jako ©pFedpoklad o existenci pole informad&nich
zm&n, které svymi z¥idly kompenzuje zaporna z¥idla (nory) pole

zmén entropie a naopak.

Pripomenme si konvenci o alternativni parametrizaci funkci, uve-
denou na podatku &lanku 3.8 i o C' jako doplnku C v {J,I}, zZave-
denou v (3.7.3-11). Oznalme

l& (0,1), (3.9.1-1)
= {(1-t1)/2 (3.9.1-2)
Pro ka%dé ue UC poloZme
Ppt= (1—hC,C)/2. (3.9.1-3)
Pak - jak lze snadno ovérit -
r {pc(u)‘ue U (3.9.1-4)

Definice 14: ZMENOU INFORMACE nazveme zobrazeni ic:fE*R1 tako-

vé, Ze pro kazdé uc UC plati
2

a1,
2) 55|y = -~ |, (3.9.1-5)
dpg pc(u)
b) di :
i~(p )‘ =0, £ = 0. (3.9.1-6)
c'Pc’l1/2 35 |4 /2

Porovnéni levé strany (3.9.1-5) s (3.8.4-6) ukazuje, %e pri kon-

stantnim Yoo ma tento vyraz hodnotu nezidvislou na mé¥itku, ne-

bot vynasobeni &tvercem modulu je ekvivalentni s uZitim pro-

m&nnych (x/rC,,y/rC,) pPi derivovani. Vysledek tedy predstavu-

je "relativizovanou'" vydatnost z#idla entropie. Na pravé strané
(3.9.1-5) pak stoji vydatnost z¥idla skalarni funkce ic(pc), je-

ii%Z tvar zatim nezn&me, ale poZadavkem a) zajistujeme, aby jeji

z¥idla kompengovala 2z#idla entropie. Je-1i T konstantni, je

konstantni i pom&r vydatnosti zridel obou funkci podél pfisluiné

kruZnice, tj. podél gnostické krivky crv- Takovou funkei i, jsme

se rozhodli p¥ijmout za zmdnu informace. PoZadavky b) zadivaji
pouze integradéni konstanty.
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Budii/gc:[;ur;**'R+ funkce
ﬁém:=-<t>1ogct>—<1—t>1ogcw~t>. (3.9.1<7)

Vé&ta 10: Funkce 1y Je zménou informace dle definice 14, pravé

kdyZz pro kaZdé u 1UC plati

re 7 (fy) = ~a((Pey 208/ (xP-y2e?02. (3.9.1-9)

Ha pravé strané je podle (3.8-1) =zaporné vzaty dEtyFnasobek

kvadratu vahy data, tj. —AfS. Provedeme fQpravy:

—42 G =8/ (1-8x"y 207/ Py Pe)P) =8/ (1072 ) ==1/ (py (1-py)),

d

2.2
rovoleg) = dp,

- log(pc) + 10g(1—pc)). (3.9.1-10)

Necht ic vyhovuje definici 14. Pak z (3.9.1-5) a (3.9.1-10)

plyne
2.
a d7ig
35—(+ log(py) =~ log(1-py)) = ———3. (3.9.1-11)
C de
Dvo jnadsobnou integraci a dosazenim podminek b) dostavame
vztah (3.9.1-8).

Necht naopak plati (3.9.1-8). Pak ig vyhovuje bodu b) z de-
finice 14. Naviec dvojnasobnim derivovanim iC podle Po ocdvodi—

me (3.9.1-11), co% spolu s (3.9.1-10) implikuje platnost pod-—

minky a) definice 14,
Hypotéza © existenci pole zmén informace data, jehoZz zfidla komf
penzuji nory termodynamické entropie data (a naopak) se tedy po-
tvrdila. Odvodili jsme vZak 1 tvar pozoruhodné funkce iC' Zaby-
vejme se podrobnéji jejimi vlastnostmi. K opravnéni jejiho nazvu
se vratime pozdéji. Je-1li v&ak tato funkce zmé&nou informace jJjed-
notlivého data, ma (3.9.1-5) mimot&dny vyznam, popisuje vzajem-
nou pfem&nu informace na termodynamickou entropii p¥i kvantifi-

kacli a opafnou preménu piri estimaci.
. . .. . 1 ) .
Funkeci i1 Jsme zavedli jako 1ot (é—- R, tj. Jako 1C(pc). Pro-

toieTEOPC je zobrazeni =z mnoiinyuﬂidato&&ch dvojic na r—, miZeme
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a budeme v dal%im interpretovat funkci ic jako zobrazeni z nmno-
.. . 1

21ny_ﬁi, resp. 2 1UC do R, tedy jako funkci, ktera ke kaZdému
deR (resp. u€,Us) pFifazuje iC(PC(?b(d)))’ resp, iC(pC(u)). Jak
je vSak patrné z (3.8.1-1), zavisi irrelevance pouze na argumen-—
tu parového &isla (tj. pouze na neurditosti data). Proto se bude
aile vyskytovat i parametrizace ic(argc(u)), neboli - v {Onlnos-—

Disledek 10.1: Pro kaZdou gnostickou udalost u£1UC, C=J,I, plati

ic(hc,) = (hC,C)argtanh(hC,C) + logy1—hg.02. (3.9.1=-12)

Disledek 10.2: BudiZ u€1UC, C=d,I, gnostick&a udédlost, jejiz ar-
gument je ﬁh. Pak plati

iC(QC) = (2C&C)tanh(2090) - log(cosh(EGQC)); (3.9.1-13)

Dikaz: Irrelevance hyy se dle (3.8.1-1) rovna sinh(QCHQC.)/C' a
je dle (3.7.3-11) a dle vzored hyperbolickych funkci shodni s
C_1tanh(2090); Viraz 1—hg. je roven 1/cosh2(20$%), co¥ dosa-—

dime do (3.9.1-10). A

tickych udé&losti T&(d) a Ti(d). Pak plati
iy = 2§tanh(28) - log(cosh(29)), (3.9.1-14)

ir = - 2ytan(2y) - log(cos(2y)) = (3.9.1-15)
- (sinh(2®))arctan(sinh(2d)) + log(cosh(29)).

______ A

Obé funkce i, i i1 Jsou sudé, prvni monotdonné roste od nuly k
limitni hodnot& log(2), druhé monotdnné klesia od nuly do minus
nekoneéna. Tento zdanliv§ paradox lze vysveétlit poukazem na zfe-
telnou vzédjemnost kvantifikafniho a estimadniho procesu: %fi
kvantifikaci narlist& entropie s neurditosti na Gkor mnoZstvi in-
formace, které bude moZné estimaci vratit. PFi estimaci sniZuje-—
me entropii na {ikor informace "spot¥febované" pri kvantifikaci.
Kvantifikaéhi ztraty informace jsou tedy hodnoceny funkeil i; a
mnozstvi informace navracené pfi estimaci je méFeno funkel iJ.

Je patrné, Ze kvantifika®ni ztraty (p¥i nenulovém vlivu neuréi-
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tosti) nelze estimaci pln& nahradit. Porovnani (3.9.1-14) s (3.
9.1-15) dokonce umoZnuje informadni zmény rozd&lit na "nevratné"
(prvni &leny 2%tanh(2@) a -2ytan(2y)) a na "vratné", vzhjemnd se
vyrovnavajici zmény, charakterizované druh{mi z 8lend; ty Jjsou

oba log(cosh(2@)) a piispivaji X iJ a iI s opalénymi znaménky.

Disledek 10.4: Uvazujwe oznadeni jako v disledlu 10.2. Pak plati
pro C=J,1

Dakeaz: Derivovénim (3.9.1-13).

A
Tento vysledek nabizi zajimavou interpretaci funkce in jelkoZto

stiedni vaZené hodnoty "chyby" 2CQC’ prifemZz roli vhhy zde hraje

prevracené hodnota vahy datové dvojice, ta je na "chyh&", tj. na
neuréitosti silné z&avisla. Kdyby tato vaha byla konstantni, byla

by funkce ia kvadratickou funkei, takto vSak mad tvar funkce
s unikétnimi vIBsfhbgiﬁiy jak se jest& zminime.

Disledek 10.5: Necht 0(.) znadi op&t Landautv symbol. UvaZujme

op&t oznadeni dle dusledku 10.3. Pak pro ® — 0 plati

iy = 2¢2+ O(cb“), (3.9.1-17)

ip = - 280+ 08" (3.2.1.18)

Dikaz: Rozkladem (3.9.1-14) 2 (3.9.1~15) do Taylorova polynonu a
uzitim 3.8.2-1. A

Pri slabych chybach se +tuwdiz ztrAty informace plribliZuji ke
kvadratické funkci "klasické" normalizované chyby (3.86.2-4). P¥i
silném vlivu neurlitosti se informadéni ztréty od kvadratickeée
chyby podstatné& odlisuji. Je zajimavé konfrontovat tento vysle-
dek jednak s lemmatem 8 a jednak s obecn& znamgmi dobrymi
zkuSenostmi s metodou nejmensich &tvercd, kterd v mnoha praktic-—
k$ch situacich dava wuspokojivé v¢sledky i +tehdy, kdy nelze
prokézat, Ze plati statistické predpoklady, za nichZ je extrema-—
lizace lvadratického kritéria optimalnim postupem. Podle lemmatu
8 a (3.8.3-6) je pri slabych chybach dat zm&na entropie data

blizkd kvadratické funkci, stejné jako informadni 2zmény podle
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disledku 10.5. Za t&chto omezeni tedy extremalizace kvadratic-—
kého kriteria minimalizuje jak nardst entropie, tak ztratu in-
formace dat. VZimnéme si jeSt&, Ze pri slabych chybach dat se
estimaéni zm&ny entropie i informace priblizZné shoduji s kvan-
tifika&nimi, jsou "vratné". To ov3em ukazuje na principiidlni
rozdil mezi situacemi se slabymi a silnymi poruchami dat: Jak
Jsme pravé seznali, jsou v obecném ptipadé zmény informace

nevratné. Pro entropii to prokaZeme téz:

<Z1/S

Lemma 9: Budiz ,@> datové dvojice. Pak pro kvantifikaéni a

estimaéni zm&ny entropie (3.8.3-6) plati
(@+0)¢3 (e +ep=cosh(2@)+1/cosh(2§)-2>0), (3.9.1.19)
e j+e =0 &= §=0. (3.9.1-20)
Dikaz: Dle definice 13 a (3.8-7) je ej+e;=f +1/f -2, odkud dle

(3.8.1-1) plyne z&dané. A
Takto tedy lze objasnit v novém svétle pfidiny Easté GspéBSnosti
metody nejmenSich &tvercd a soudasné vymezit podminky, za nichz
lze pouziti této metody zdivodnit: Poruchy dat musi byt tak sla-
bé, aby mohly byt zanedbiny prispévky &tvrtych a vysd8§ich mocnin
normalizované chyby. Za takové podminky metoda nejmensich &tver-
ch minimalizuje pFibliZné& jak zv§ySeni termodynamické entropie,

tak i ztraty informace zpisobené neurditosti dat.

3.9.2 Distribuéni funkce a hustota datové dvojice

V&nujme se nyni funkel p., predeviim jeji kvantifikadni verzi

Dy- Ta je podle (3.9.1-3) readlnou funkci estima&ni Jirrelevance.

V &8lanku 3.6.1 jsme popsali korespondenci mezi datovymi dvojice-
. 1/8 . X

mi <Zo ,@) a dvojicemi <Z0,Z>, resp. <AO,@>. Proto 1ze P bpa-

rametrizovat kteroukoliv 2z uvedenych dvojic. 2 lemmatu 6 plyne,

Ze irrelevance hc,a-tudii i funkce pc,zévisi pFi daném S pouze

na podilu Z/Zo’ resp. na rozdilu A_Ao‘
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Lemma_10: Pro kazdé d=(2)/5,8) a z, 4, A, dle (3.1-10) - (3.1-

-14) plati

) pp@) = 1/G(z/2 )Y S) — 1/ Crexp(h(a-a)/5))  (3.9.2-1)

Yo 1 , .
b) Necht je Ae¢R' pevné&. Pak je funkce pJ(AO,A) spo jit&, spo-—

jité diferencovatelnd a monotonné& rostouci. Navic plati

AiiTEEg(AO’A)):O’ AliTifJ(AO,A))=1. (3.9.2-2)
¢) Plati
p;(A,8)=1/2. (3.9.2-3)

Dbkaz: Bod a) plyne z lemmatu 6, b) a c) z a).

A
P¥i pevn¥ch A€R1, SeR, funkei pJ(AO,A) oznad ime pJ(AO|A) a na—

zveme DISTRIBUENI FUNKCI ide&lni hodnoty A, podminénou datem
A. Podle lemmatu 10b je p;(A | A) distribugni funkeci v obdobném
emyslu, jak$y m& v teorii pravdépodobnosti. PFi ZO€R+ a pevnych
Z,SER+ oznad ime

pg(Z,|2):= py(2,,2). (3.9.2-4)
Tuto funkci nazveme distribuéni funkci Zo’ podminénou Z. Tato

funkce se 1i%1 od distribudni funkce teorie pravdépodobnosti re-—
parametrizaci definiéniho oboru.

Zabyve jme se nyni véenymi dbivody, které vedou ke shbliZeni obsahu
pojmi distribudnich funkci logicky vyplyvajicich z gnostické te-
orie jednotlivych dat se smyslem, Jjaky m& pravdépodobnostni
distribuce néjaké nadhodné velidiny. Vyznamné spolelné rysy exis-—
tuji, pfestoZfe gnosticky model je vybudov&n na pojeti neurditos-—
ti, odliZném od statistického. PovEimné&me si pFredeviim formalni
podoby funkcefgj & funkeci, kterou by shannoncvské& teorie infor-
mace [18] hodnotila informa&ni entropii bin&drniho pravdé&podob-
nostniho systému s pravdé&podobnostmi &iselné& shodnymi s p; a
1—pJ; ostatné& inspiraci Shannona k volb& této funkce Dbyla
jiZ dlouho predtim uZivanéd Boltzmannova funkce, hodnotici entro-—

pii pravdépodobnostn& definovaného termodynamického systému. Pro
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nas je zde dtlezité, Ze v obou pripadech se jako parametr funkce

typu ﬁﬁ vyskytuje pravdépodobnost néjakého jevu.
Pokusme se o intuitivnt gnostické vysvétleni funkce Pyt

Mame apriorni znalost o presnosti urdité kvantifikadni metody -
zname parametr méFfitka S. Uskute&nili jsme touto metodou m&Feni

neznamé kvantity majici idealni hodnotu Ao, visledek je A. Funk-
ce pJ(AO|A) pak charakterizuje podminénou miru OCEKAVANQOSTI

toho, Ze neznimid ide&dlni hodnota nepfevysi AO. Datum A je tedy
konstanta a Ao=p31(P) je  "kvantilem" pro o&ekavanost P. O0O&e-
vanost hodnot ASA je 1/2, stejn& jako pro A>A. Ke kaZidému in-
tervalu (Ao1’A02) je tedy prifazena mira oéekavani pJ(AOQ‘A)
_pJ(AoqlA) toho, Ze skutednd idealni hodnota je v tomto  inter-

valu. Parametr méFitka urduje strmost distribuéni funkce. Tuto
Gvahu jsme ovSem mohli provést i pro multiplikativni formu dat,
v niZ jsou moZné& data i ide&lni hodnoty kladnymi &isly. Jde

patrné, Ze funkce Py indukuje miru na borelovské algebfe (gene-

rované jednorozmérniymi readlnymi intervaly) jako pravd&podobnost-
ni distribuéni funkce.
Existuje v8ak i zcela jJjiny v¥znamn§ zpisob propojeni tohoto

gnostického pojmu se statistickym:

Definice 15: BudiZ k(a) borelovska funkce R'— r' . Rekneme, Ze

funkce k(a) je PARZENOV ¥M JﬁDREM, jestliZe plati:

a) sup | k(a)! < oo , (3.9.2-5)
~o0 g { o0
b) 7
Elk(a)lda<°0, (3.9.2-6)
c) 1imlak(a)l = 0, (3.9.2-7)
a —»0oo
) 7
gk(a)da =1, (3.9.2-8)
—o0

e) (vaeR") (k(a)=k(-a)). (3.9.2-9)
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Parzenova jadra se povZivaji k neparametrickému odhadovani hus-—
tot pravdé&podobnosti. Parzen v [19] dokézal podminky, =za nichz
Jsou jadrové odhady hustoty i modu (vyuZivajici normalizovany
soufet jader "rozmazavajicich" pfispé?ky jednotlivych dat)
asymptoticky nestranné, konzistentni a asymptoticky normialni.
Dalsi vivoj zobecnil metodu a jeji teorii i na vicerozmérné

ofipady, jak ukazuje napr. [20?.

Véta 11: Nechi je AER1 pevné. Pak plati, Ze funkce

. ““EKE"'“ (3.9.2-10)

ma tvar
g(A,,A,8) = 57 /cosh®(2(A-A_)/S) = ™ /cosh?(2) (3.9.2-11)

a je Parzenovym jadrem ve smyslu definice 15,
Dikaz: Derivovanim (3.9.2-1) dle AOL Spln&ni podminek a) a%¥ e)

funkei g(Ao,A,S) je ziejmé. N

Parzenova teorie neparametrického odhadovéani pripousti bohatdy
vib&r jader a konkrétni volbu tvaru jédra ponech&vé na uvZivateli
metody. P#i vyrovnhAvani hustot pravd&podobnosti z malych v§b&rh
se v8ak uvkazuje, Ze tvar jadra rozhoduje o kvalité aproximace a
pralktické pouZitelnosti jadrovfch odhadd hustot i distribuclnich
funkci, zejména v oblasti extrémné& malych a velkych kvantiluy.
Veéta 11 spolu s vysledky,o néZ se opirs ukazuje, Ze v gnostické
teorii je Parzenovo jadro jednim z dokazatelnych vysledkd a Ze
to je jadro jediného, zcela urditého typu. V aplikadni &asti
této prace bude na prikladech ilustrovéana pouZitelnost jader
gnostického typu k #FeSeni obtiZnych fGloh =zpracovéni malych

datovych soubori.

Na tomto misté m& vEak v¢znam 2zejména metodickh stréanka Parzeno-—
va pristupu, podpora interpretace nestatistické funkce Py jakoZ—

to distribuéni funkce neurditosti, kterou miZeme pouzit pPipadné
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i k odhadovani pravdé&podobnosti jevi. Distribuéni funkeci ide&lni
hodnoty A (resp. ZO),podminénou datem A (resp. Z);i jeji deri-
vaci podle Ao (resp. ZO) vSak budeme pouZivat i v jinych piripa-
dech, kdy by pravdépodobnostni interpretace nebyla zdtvodnitel-—
na. Pro zkraceni budeme pouZivat nazvy DISTRIBUINI FUNKCE a
HUSTOTA DATOVE DVOJICE, pripadn& jen D.F. a H. DATA.

Vratme se nyni je%té k rovnosti (3.9.2-11); ta nabizi dal3i za-

Jimavé interpretace zaveden§ch i dalZich pojmd.

Definice 16: Kvantifikadnim nebo estimadnim ROZPTYLEM datovée

Disledek 11.1: Mezi hustotou datové dvojice, vérnosti, estimad-

nim rozptylem, hodnotou P g distribuéni funkce, kvantifikaénim

rozptylem a kvantifikadni vahou plati vztahy
= 7275 = 2 -
g(A ,A,8) = £3/8 = (1-h])/8 = 4(1-p;)p /5
2
1/((1+hJ )8) = 4/((1—PI)pIS)-
Dikaz: Prvni ze vztaht plyne z (3.8.1-1) a (3.9.2-11), ostatni =z

definic uviad&nych funkeci.

(3.9.2-12>

A
Z lemmatu 8B vime, Ze pFi slabych chybach dat by se &tverce obou
irrelevanci sbliZily se &tvercem chyby (3.8.2-4), primér gnos-
tickjch rozptyld jednotlivych dat by se shodoval s vibérovim od-
hadem statistického druhého momentu, s rozptylem dat. Statistic-
k¥ moment je funkcioni&lem hustoty pravdépodobnosti, estimaéni
rozptyl je dle (3.9.2-12) funkeci hustoty a naopak. Budeme-1li v
dal&im napfiklad odhadovat ide&alni hodnotu AO ¢i ZO 2z podminky
maximalizace soutu &tvercl vérnosti, budou tim soudasné minima-—
lizovany estimadéni rozptyly a maximalizovany soulty hustot
dat. Na rozdil od (nerobustniho) statistické&ho pojeti rozptylu,
ktery roste se &tvercem chyb, je estimatni rozptyl datové dvoji-
ce omezen hodnotou 1, coZ vyznamné snizuje vliv hrubfch chyb dat
na odhady. Wavic se vzorcem (3.9.2-12) nabizi interpretace hus-
toty dat jako rozloZeni "uréitosti" dat, mé&rfené odchylkou roz-
ptylu data od jednidky. Daldi pozné&mku zasluhuji ty ¢&éleny rov-—
nosti (3.9.2-12), v nichZ se vyskytuji.funkce P; a Py VY  teorii

informace se 2z rtznych dileZitych divodld zkoumaji zobecnéné 1in-
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forma&ni entropie, definované odlisné& od Shannonova pojeti. Za-
jimavé vlastnosti byly zjisStény @1] u zobecnéné entropie defi-
nované pro dvojici disjunktnich n&hodngych jevd s pravdé&podob-
nostmi P a 1-P ve tvaru (1-P)P, P¥i jmeme-1i Pe 2a P, dostaneme
dvé (gnostické) verze takové zobecnéné entropie, shodujici se -
az na m&ritkovy faktor - s vyrazy v (3.9.2-12).

Shrnme tedy motivace, opravnujici p¥ijeti funkce Py za gnostic-—

k¥ ekvivalent pravdépodobnosti:

1) Indukuje pravdépodobnostni miru na algebfe realnych interva-
1a, jak plyne z lemmatu 10 a z komentia¥e % nému.

2) UvaZujeme-1i zm&nu informace iJ jako funkeci Py, Je iy formal-
n& shodn& s Boltzmannovou i Shannonovou entropii.

3) Jeji derivace, hustota, je podle vEty 11 Parzenovym jadrem
vyuzitelnym pro neparametrické odhadovéani hustoty pravdé&-
podobnosti a jeji distribu&ni funkce.

4) UrEuje — jako pravd&podobnost — zobecndnou informadni entro-
pii.

5) I jeji derivace, hustota dat, je podle (3.9.2-12) se zobecn&—
nou entropii (zce spjata.

AZ dosud jsme komentovali zejména vlastnosti redlné funkce Py-
Jeji protéjsek Py je ale funkci komplexni, funkce Py a 1—pI jsou
komplexné& sdruzené. Proto je jiZ zminé&n& zobecné&nid entropie pro
P=p; realna, rovns (1+h3)/4=f2/4. Vaha f; je tedy tmérns modulu
funkce Py (argumentu funkce iI hodnotici estimadni zménu infor-

mace), je odmoeninou ze zobecndné informad&ni entropie, a pritom
podle (3.8.3~6) urduje kvantifikad&ni zménu termodynamické entro-
pie. Poznamene jme, Ze vlinov& funkce v kvantové mechanice Jje rov-
né% komplexni a Ze pravdé&podobnostni interpretaci m& jeji modul.
Hled&ani moZn§ych souvislosti by viak daleko prekrodilo ramec této

préce.

3.9.3 Motivace pro informadni interpretaci gnostickych funkeci

Vratme se nyni k divodim, které opravnuji p¥ijeti funkel in 22
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informace. K rozboru vlastnosti spojovanych s pojmem in-
e v uz8im (fekné&me "exaktnim") smyslu pouZijeme (nas) sou-
Slenek uvedenych v BSJ:
Pod teorii informace se rozumi v&da snazici se proniknout
do pojmu zprava, abstrahujici od riznych fyzik&lnich forem
zprévy (sign&lu) a sméfujici k omezeni rudivich vliva (Su-
mi), které zpravu znehodnocuji.
Pojem zprava pfedpoklada interakci dvou systém, napf. po-
zorovaného systému a "pozorovatele" &i jeho mé&Ficiho pPi-
stroje.
Tato interakce se projevuje jednak vzajemnou viménou ener-—
gie a jednak zménou stavu systémi.
Zmény stavu systémd lze popsat specifikaci energetické bi-
lance a Uplné bilance zmén entropie a jejiho dvojnika, in-
formace.
Zakladnim aspektem pojmu zpravy je vérnost, s jakou jsou
stavy systému, ktery je zdrojem zpravy, odraZeny nebo re-—
gistrovany pPijimajicim systémem.
Obecn& entropie celého systému (tj. pozorovaného systému
a pozorovatele) vzrista v prib&u pozorovani, jimZ se zis-
kadva informace, avBak tuto informwmaci 1lze opé&t vyuzit k
ghstednému kompenzovani vzridstu entropie celého systému.
Nadhodn§y charakter ruSiv§ch vlivid na zpravu zplsobuje, Ze
interakce mezl systémy nelze vyjadPit jako pevnou +trans-
formaci, n¥brz jen jako podminénou pravdé&podobnost.
K m&feni mnoZstvi informace se pouZije funkce, kterd vy-
hovuje zejména témto poZadavklm:
je nezAporna,
roste se snadnosti rozliZeni stavu zdroje zpravy a se
zjemnovanim popisu nahodn§ch elementi,
minima dosahuje p¥l stejné pravd&podobnosti v8ech stavi;
je nulova, pravé kdyZ je p¥ijaty sign&l nezhvisl§y na vy-—
slaném,
nelze ji zv¢Bit ZAdnou m&Fitelnou transformaci zpravy,
je aditivni. N
Jako podstatn¥y prvek kybernetiky mi b¥t informace a Jeji

teorie prakticky vyuZitelnid k dosaZeni c¢ild ¥?izeni s maxi-
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méainim potladenim neZadoucich nahodnych vlivd a k vytvare-—
ni strojd realizujicich proces ¥izeni na stale vys8i firov—

ni za samofinné adaptace k vlastnostem zprav i vlivim oko-—
11,

Prace [18] je stejné jako cely dlouhy Fet&z praci jejiho autora,

dr.A.Pereze,lrSc., které tuto praci predchazely 1 nasledovaly,

vénovana naplnovéni uvedeného programu prostfedky zaloZenymi na

teoril pravdé&podobnosti. 0 to zajimavéj$i je porovnat tento sou-

hrn s odlisnjym, gnostickym pristupem:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Zpravou je v gnostickém modelu datum, "signalem" ide&lni
hodnota a "Sumem" numericky obraz rudivé kvantity v ab-
straktnim pojeti, zajisténém prvnim a druhym axiomem.
Pozorovanym systémem je systém kvantit, interakeci s pozo-
rovatelem je proces kvantifikace produkujici datum.

Zm&ny energie provazelici kvantifikaci i estimacil se kvan-
titativné charakterizuji v odstavei 3.8.3, coZ umoZnuje
kvantitativné ohodnotit zménu stavu systému zménou termo-
dynamické entrbpie data.

K iplné biianci entropie a informace se dospéje analyzou
difdze entropie (odst.3.8.4), odvozenim rovnice (3.9.1-5)
a dikazem véty 10 o existenci funkce iC’ jejiz =ztridla po-—
kryvaji z¥idla pole entropie.

Vérnost "pfijaté zpravy" se hodnoti kvantitativné vzorcem
(3.8-3), souvisi se zmé&nou termodynamické entropie podle
vzorce (3.8.3-6) a s rozloZenim hustoty data podle vzorce
(3.9.2-12).

Vzrist termodynamické entropie p¥i ristu pozorovaci chyby
je zrejmy ze vztahu (3.8.3-6) po dosazeni fJ z (3.8-1).
To, Ze estimace miZe vyuZitim informace kompenzovat vzrist
entropie jen 8&stedn&, je dokumentovano lemmatem 9. V dal-
Eim bude jesté dokiaz&na nemoZnost fiplného obnoveni vychozi
informace data ze stavu p¥fed kvantifikaci.

Podle odst.3.9.2 jsou ndhodné vlivy kvantifikace charakte-
rizovany distribudni funkci a hustotou datové dvojice. Ty-
to funkce maji (mimo jiné) i interpretaci jako pravdépo-

dobnostni distribudni funkce podminéné danym vysledkem
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kvantifikace, tj. datem (a danou hodnotou parametru
méritka).

8) Funkce ﬂ@ odvozend dle véty 10 m& poZadované vlastnosti 8a
az 8e pro ob& C=J,I vdetnd invariance k transformacim za-
chovavajicim hodnotu (Z/ZO)E/S. 0 této funkei je navie
ZNnamo [22], Ze Je jedinou re&lnou spojitou a symetrickou
funkei pravdépodobnosti P1, P2 az Pn’ kterd vyhovuje znamé
podmince zjemnovani pravdépodobnostniho systému.

9) Prakticka pouZitelnost vysledkd gnostické teorie je doku-
mentovana v 5. kapitole této prace. Je spjata s pFirozenou
robustnosti gnostickych funkei, charakterizujicich zmény

informace i termodynamické entropie datovich dvojic.

Lze tedy shrnout, Ze postup 1 hlavni - zatim uvedené - v¥sledky
gnostické teorie Jsou v souladu s obecnym pojetim predmétu teo-
rie informace, vyloZenym jiZ v [18]. Proto budeme informadni

interpretaci funkce iC povaZovat za zdlvodnénou.

3.10.1 Ideadlni a alternativni gnosticky cyklus

UvaZujme datovou dvojici (Zl/S,@> reprezentovanou kvantifikaéni

udalosti
u = rJexp(j@), (3.10.1-1)
které v bijekci | odpovida estimaini udalost
2(u) = rrexp(iy). (3.10.1-2)
Pritom - jak jiZz vime - plati vztahy
ry = zl/S, ® = 1og(2/2,)/8, (3.10.1-3)
r; =Ty cosh(2d), Y= arctan(tanh(d)). (3.10.1-4)

Definice 17: Budiz D=<Z1/S,@> datova dvojice, C=J,I. Oznadme

____________ rpi= rC(Tb(D)). (3.10.1-5)
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Trojici y(D):={y;,y7,%x) |p cest nazveme  GNOSTICKYM CYKLEM

uréenym datovou dvojici Djprévé kdyZ existuji re&lna &isla
t0<t1<t2<t tak, zZe plati

3
& <1V von(gp=leg, o], guep=r 05, e =T,
&y 1V Dom(31)=[t1't2]’ g1t =0, y(t,)er+01,
E%KC1 c DOm(%K)z[tz'tB]’ gplto)=r+0e, e (tqy)=r s+0c.

Gnosticky cyklus x(D):£<¥J,¥I,¥K> nazveme IDEALNIM gnos-
tickym ecyklem (IGC), jestlize ¥CCCV(D) a XKCKy(D) (viz defi-
nici 11). Gnosticky cyklus %(D) 0dlisdn¥ od IGC budeme nazjy-—

vat ALTERNATIVNIM gnostickim cyklem (AGC).
Ide&dlni gnosticky cyklus je tedy sestaven z kvantifikaini cesty
'ae estimaéni cesty Y1 @ kontrakéni cesty gK; Z vty 8 vime, Ze

tyto cesty jsou extremdlami. Nyni nads bude zajimat, jak se tyto
vlastnosti promitnou do vlastnosti gnostickych cykld.
Na obr.3 je zobramen p¥iklad ide&lniho gnostického cyklu.
Pro dalgi fGvahy je tPeba =zvolit vhodnou parametrizaci
gnostickych cyklil:
Budiz C€{J,1}, Qe{Jd,I,K}. Pro Qe{J,I} budiz C=Q. Budiz m bijekce
[0,1,8) — {0,1,2} definovana vztahy

m(J):= 0, m(I):= 1, m(l):= 2. (3.10.1-6)
Ve vzorcich, kde se bude spoledn& vyskytovat m{(Q) i Q Dbudeme
zjednodufené psat m misto m(Q).

Budiz ’QkQ,t) proménnia datovad dvojice definovana pro kaZdou

k¥ivku Qv C 1UC jako nasledujici zobrazeni:

YW, £)=27 (g (£))). (3:10.1-7)

(Vte[tm,tm+J

m+1]

g (8D =00, t,),79(a, ), g (3.10.1-8)
nad intervalem [tm,t}.

Oznadme pro kaZdé té[tm,t ve shod& s (3.7.3-1) symbolem

pomérnou C-délku cesty v

oQ

Lemma 11: BudiZ D pevn& datovi dvojice urdujici gnosticky ecyklus

(D) dle definice 17,¢5=argJ(?j(D)),ﬁf=argI(T&(D)).



Pro k=0,1,2,3 zvolme
tyi= k (3:10.1-9)
a pfijméme nasledujici parametrizaci cest yi, Q=J,1,K,
(e [0, 1] )(g3Ct)=r jexp($5)), (3.40.1-10)
(té[1,2])(¥i(t)=r1exp((2—t)\1/i), (3.10.1-11)
(te[2,3])(gk(t)=(3—t)r1+(t—2)rJ+Oc)- (3.10.1-12)
Pak trojice cest (y},y},}) vytvari idealni gnosticky cyk-
lus y(D) a pro Q=J,I,K jsou pomérné C-délky QQ(t) t&chto
cest nad intervaly od tm do t ur&eny vztahy
(¢ [0,1] (g5 ()=1£1BD), (3.10.1-13)
(te [1,2] (g, (£)=2-0 ¥, (3.10.1-14)
(te [2,3]) (g (£)=Log((3-tdr /r j+£-2)). (3.10.1-15)
Dikaz: Srovnanim (3.10.1-10) a%z (3.10.1-12) s (3.7.2-1) az (3.7.

2-3) se presvé&déime, Ze vBechny t¥i cesty jJsou gnostickymi
cestami ve smyslu definice 11. Navic dosazenim meznich hodnot
defini&nich intervald do (3.10.1-10) aZ (3.10.1-12) a srovna—
nim pomoci vztahd (3.10.1-1) aZ (3.10.1-4) ukéaZeme, Ze tyto
gnostické cesty vyhovuji definici 17,a vytvéareji tudiz 1IGC
tvaru y(D). Vztahy (3.10.1-13) az (3.10.1-15) dostaneme uZi-

tim véty 8 a vztahd (3.7.3-6), (3.7.3-5) a (3.7.3-10) spolu s
disledkem 8.1.
Nyni miZeme preformulovat disledky v&ty 8 takto:

A

deny datovou dvojici D, parametrizovany dle (3:.10.1-9) a%

(3:10.1-12). BudiZ X(D):<XJ’XI’XK> jak&kbliv stejn& para-

metrizovany gnosticky cyklus uréen§y toutéZ datovou dvojici.
V souladu s (3.7.3-3) ozna&me %J:= ZG(XJ»IJ/2»TJ/4’1/2) okoli

kvantifikadni cesty y;¢yv(D).
Potom

a) je-1li XJegﬂ’ pak pro vSechna t5[0,1]takové, Ze XJ(t)=¥J(t)
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plati
IgJ(t)15|qJ(t)|= t|d|, (3.10.1-17)

b) pro vEechna té[1,2] takova, Ze XI(t)=¥I(t) plati
ar(£)2¢ (t)= (2-t)hyl. (3.10.1-18)

Tato formulace je vhodnad k tomu, abychom ukazali duleZité vlast-

nosti ideadlniho gnostického cyklu.

3.10.2 Variaéni teorémy pro zmény entropie a informace

Vratme se k definici 13. M&ni-li se pFi konstantnim modulu ar-

gument parového &isla od Qcakﬁ%b, C=J,I, zm&ni se entropie podle

(3.8.3-6) a (3.8.1-1) o hodnotu
b= cosh(ECﬁbb)—cosh(QC&%a), (3.10.2-1)

coz — diky (3.4.2-54) a oznaeni (3.4.2-50) a (3.7.3-11) - 1lze
zapsat i jako
eaap= 1/008h(20'2;, )-1/cosh (2042, ), (3.10.2~2)

neboli jako integral
]
2C &%'b

. \ D I )
ecap™ — | sinh(2C'wy,)eosh™(2C 'w,,)a(2C W, ). (3.10.2-3)

2CﬂQc.a

Nas bude nyni zajimat vliv variace "vahy" cosh_2(.) na hodnoty
zm&n entropie. UZitim (3.4.2-50) a (3.4.2-54) tedy dostaneme

2C\Qc.b
€cab™ " sinh(QQMUC.)(cos(2aﬁ))

2CLQ,C,a

2

207420 W, 0. (3.10.2-8)

UvaZujme te[1,2], tedy estima&ni Osek gnostického cyklu. Dle (3.
10.1-14) je zde fQhel @; linearni funkei t, coI(t)=(2—t)\y. Vztahem
(3.4.2-51) je definovéana vzhjemn& jednoznalni funkce aﬁ(aﬁ), tu-
di% je i na uvaZovaném intervalu definovana funkce uﬁ(t). Jsou

tu definovany i pomé&rné I-délky QI(t)=a&(t) a gI(t). Pritrazeni

X . .
bodid kfivek(ﬁodnotém t€[1,2] je vzaAjemné jednoznadné. Pripustme
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nyni moZnost volby obecné cesty %I- Jeji pomé&rnou I-délku gI(t)
pouzijme v argumentu funkce cos(.) vytvafejici vahu podintegral-
nihc vyrazu. Variace cesty tak vyvol& variaci integré&lu. Navic
zahrnme i pfipad kontrakdéni zmény entropie, ©poéitané obdobnim

zplsobem. Tak pfichizime k redefinici zmén entropie:
Definice 13': Za oznadeni (3.10.1-7)-(3.10.1-8) a parametrizace

(3.10.1-9)-(3.10.1-11) budiz pro Ce{J,I}

20310,(2) , (3.10.2-5)
8= sinh(gcwpc.(t))cos(egl(t))zc' d(ECkoC.(t)),
2WQCA1)
=0, 10.2-6
S¥ (3 l

Je patrné, ze pfiSZC.(1)=QC.b a.QC.(2)=SLC.a se eq shoduje s v§-
razem (3.10.2-4). Dodefinovani nulové kontrakd3ni zmé&ny Sk

je zdivodnéno tim, Ze zména entropie jJje zplsobena zmé&nou neuréi-
tosti, tudiZ i zmé&nou fhlf, které jsou mezemi integralu (3.10.2

-5). P¥i kontrakci se neurditost nem&ni, ob& meze jsou shodné.

Diisledek 8.3: Necht plati oznaleni pt¥ijimana v dfisledku 8.2 a v

definici 13'. Budiz U(y;) okoli estimadni cesty y; dle (3.7.
3-2) a g}cu&(gI) mnoZina viech cest yi, jejichz pomérna I-
délka ¢;(2) neprevy3uje hodnotu‘ﬂ72—QI(2).

% v
Pak pro v3echny cesty %IEOI plati

I

a) g7 = 1/cos(@29)-1, (3.10.2-7)

b) g2 gy = cos(2y)-1. (3.10.2-8)
10.2-1). Zabjvejme se funkci cos(2%1(t)). 7 disledku 8.2 ply-
ne pro vsechna t€[1,2] a viechny cesty Voley; nerovnost

cos(2d (t)) < cos(2¢; (%)), (3.10.2-9)

jejim#Z uzitim v (3.10.2-5) dostaneme a) i b). a
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UvaZujme opé&t takové zmény Qdatové dvojice, pFi nichZ se argument

prifazeného parového &isla méni od QCa do QCb' Tomu odpovidajici

zménu informace mizZeme v souladu s (3.9.1-16), (3.8-7), (3.8.1-~
1) a (3.7.3-11) zapsat ve tvaru

2CQCb
10,4 K 2Cwpcosh(2C'w,,)d (200, (3.10.2-10)

2CQCa
ktery je obdobou z&pisu zm&ny entropie (3.10.2-3). Jako v pPi-
padé zmény entropie uZijeme vahovou funkeci cos(.), vérnost, a
jej1 prevracenou hodnotu, +tutézZz parametrizaci, pF¥ipustime i

alternativni cesty a dodefinujeme na z&kladé téZe motivace kon-—

trakéni zmény informace.

Definice 14': Za oznadeni (3.10.1-7)-(3.10.1-8) a parametrizace

(3.10.1-9)-(3.10.1-12) budiz pro Ce{J, T}

20&0(2)
2
jo i= QCwC(t)(cos(QgI(t)))ec a(2cw,(£)), (3.10.2-11)
2090(1)
1,:=0. (3.10.2-12)

2abyve jme se opé&t vlivem variace cesty, tentokrat na 2zm&ny in-

formace.

Désledek 8.4 (10.5): Necht plati oznadeni jako u désledku 8.3

a v definici 14'. Pak pro viechna t e[1,2] a v8echny cesty

Xley} plati
0< 4;(t)<h5(t), (3.10.2-13)
i1(t)<j (820, 7 (3.10.2-14)
Dikaz: UZitim (3.10.1-18) a téZe fvahy, jako u disledku 8.3,

A
Pozastavme se u smyslu vyrazi §c (3.10.2-3) a ic (3.10.2-11)

jakozto k¥ivkovych integr&ld, o jejichZz variaénich vlastnostech

jsme se pravé presvédé&ili. Vime, Ze 20&2C a sinh(2CQC) jsou pri

C=J,1 obrazy neurdéitosti néqﬁfve étyfech ndm znamych zobrazenich

a predstavuji &tyri zplisoby hodnoceni chyby data. Integraly g
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a 80 stanovuji vaZeny (G&inek t&chto chyb. Snadno zde vidime po-
dobu s uZitim prom&nné vahy a kvadratického kritéria viznamu

chyby. Je-1i x chyba a hodnotime-1i jeji zavaZnost jako x2/2, je
to integral diferencidlu xqdx, kde q je jednotkovad konstanta.
Prikladame-1i diferenci&lu xdx prom&nnou vahu q(x), bude podin-
tegralni vyraz roven xq(x)dx, coZ se shoduje s tvarem, ktery ma-
il podintegralni vjyrazy ve &tyfech zkoumanych pFfipadech. Roli x

hraji v pPfipad& zmén entropie ec prom&nné QC'wC,(t), vahami

Jsou pak kladné funkce

sin_h(EC'wC,(t)) g2
8eC:= ———§6TJJET(_E'5—“— CcCOS <2%I<t)) (3.10.2—15)

Pro zmé&nu informace je chybou 2Cab(t) a vahou kladna funkce

2
Qict*= cos20 (2do(t)). (3.10.2-16)

VSechny &tyfi vyrazy pro vahy konverguji prfi x»0 k jednidce, coZ
odpovida hodnoceni chyby podle jJejiho &tverce. PFi silngech
chybach se v8ak ka%da z vah chovad 2zcela odlisné. Pozd&ji se
presvéddime, Ze jejich prom&nnost dodavia hodnoceni chyb robustni
povahu, bud se potladuje vliiv slabych, nebo silnych chyb. Podob-
né& se chovaji funkce, pouZivané k hodnoceni vlivu chyb v robust-
ni statistické teorii, nap#. v pfipadé tzv. M-odhadd parametru
polohy vybéru [24]. Prabé&h téchto funkei urduje dGleZitou cha-
rakteristiku metody, influenéni k¥ivku. Uvedend ¢&tveFice gnos-
tickych vah a jim odpovidajicich influendnich k#ivek je pozoru-
hodna jak tim, Ze je zde teoreticky zddvodnénym vysledkem a ma
vyznamné interpretace (zmény entropie a informace), tak i tim,
Ze uvedené teoretické konstrukci dodava zajimavé variaéni
vlastnosti: hodnotime-1i zmény entropie a informace k¥ivkovymi
integraly branymi podél estimadni cesty, doch&zi k extremalizaci
té&chto charakteristik neur8itosti. Uvidime, Ze se tak odhaduje
spodni hranice neodstranitelnych 8kod, které zpidsobila neurdi-

tost u data.

Takto tedy 1ze ide&lni gnosticky cyklus vyuzit Jako teoretick§
navod k nejlep$imu postupu pfi estimaci-a soufasn& ke stanoveni
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teoretickych mezi pFesnosti zpracovani neurditych dat.

3.10.3 Rezidua entropie a informace

Definice_18: M&jme gnosticky cyklus g(D)=<gJ,gI,gK> urleny da-

tovou dvojici D=<Zl/sj_@> , parametrizovany dle (3.10.2-9) az

(3.10.2-12).
REZIDUEIN ENTROPIE Reno(D) gnostického cyklu g(D) nazveme sou-

et zmén entropie pfifazen&ch%ﬁeho cestam definici 13', tj.
Ren (D):= ¢,(1)+g (2)+e,(3). (3.10.3-1)
REZIDUEM INFORMACE Rino(D) tohoto gnostického cyklu nazveme
soulet zmé&n informace pfifazenychiﬁého cestam definici 14':
Rin (D):= 1;(1)+37(2)+1,(3). (3.10.3-2)
Tyto pojmy nAm poslouZi ke shrnuti ziskanych poznatkd o ide&lnim

gnostickém cyklu.

V&ta 12: BudiZ X(D> gnosticky cyklus urdeny datovou dvojici

D=<Zl/s,@>> a y(D) pfislusny idedlni gnosticky cyklus. Nechi

plati oznadeni dle disledkt 8.2 aZ 8.4. Pak pro vSechny dato-
vé dvojice D, pro n&% P¥0, a pro viechny cesty glég} plati

a) Ren,(D) = 1/cosh(2@)+cosh(2d)-2 > 0, (3.10.3-3)

o) (3.10.3-4)
Rin,(D) = 2ftanh(2@)-arctan{sinh(2$))sinn(2d)< 0,

c) ‘Reno(D)Z Ren, (D), (3.10.3-5)

d) Rin (D)< Ring(D). (3.10.3-6)

trak&ni zména entropie je dle (3.10.2-6) nulova. Nulova je i
kontrak&ni zména informace, proto b) dostaneme jako soulet
(3.9.1-14) a (3.9.1-15). Ob& rezidua by byla nulové pr¢i =0,
takovy trivialni gnosticky cyklus neni ale vétou uvaZovén.
K dtkazu zapornosti rezidua informace zderivujeme (3.10.3-4)
podle 2 a dostaneme

dRin, (D) 5 -
335y * 2@/cosh“(29) -Weosh(2d)). (3.10.3-7)
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Lze doké&zat [2], e pro ®+WV plyne z rovnosti tan(yr)=tanh(Q)
kromé sign(\Y)=sign(®d) také {¥|> 1 Pl/cosh(2d). Derivace rezidua
informace m& proto opa&né znaménko nez Gheld a byla by nulo-
va pri ®= 0, stejné jako reziduum, to je tedy zaporné pro
vEechny nenulové hodnoty ¢ .

NemoZnost snizit (kladné) reziduum entropie variaci estima&ni
cesty plyne z disledku 8.3, a nemoZnost zvysit (zaporné)

reziduum informace z df8sledku 8.4,
A

SniZeni kvality dat zplsobené neurditosti (mé&fené zvySenim en-
tropie a ztratou informace) nelze tedy ani v ide&lnim p¥ipadd
nejen plné& odstranit, ale ani zmirnit volbou Z&dné z alternativ
estimaéniho fGseku ide&dlniho gnostického cyklu. Neodstranitelné
poskozeni dat se monotonn& zhor3uje s ristem neurditosti, chyby

1dt, jak je patrné z uvedenych vztahi.

Ren, (D) = 48" + 0(@®). (3.10.3-8)

Rin, (D) = 1631 /3 + o(<1>6). (3.10.3-9)
______ A
P¥i slabych poruchéch dat (a pouze za této podminky) lze nenulo-
vost rezidul entropie a informace zanedbat. Za této podminky se
zmény entropie i informace (jak je patrné z ddsledku 10.5, lem-
matu 8 a z (3.8.3-6)) chovaji jako kvadratické funkce, které se
vzajemné kompenzuji. Nevratnost zmén entropie a informace se
projevi aZ p¥i silnych chybach. Tento vysliedek gnostické teorie
dat ma nejen kvantitativni, ale i principi&dlni povahu.

3.10.4 Optimalita estima&ni cesty

Nyni lze tedy shrnout ddvody pro ztotoZn&ni estimadniho modelu s

komplexni verzi okruhu parov§ych Eisel:

1) Podle disledku 5.2 vyhovuje prfirozenym a zdivodnitelnym poZza-
davktm axiomu 2 pouze gnosticky (parovy) operator, kter§y ma
pravé dvé verze, dvojitou a komplexni.

2) Struktura komplexnich &isel 9& ma podle souhrnu uvedeného v



3)

4)

5)

6)
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odst.3.6.4 Fadu formaln& matematick§ch vlastnosti, které z ni

8ini jedinedny duzl ke struktufe dvojitych &isel é@, coZz Je

jedine&n¢y model dat ve smyslu v&ty 7.

Estimadni (eukleidovska) kruhova cesta je podle v&ty 8 extre-
malou s minim&lni pomé&rnou délkou.

Gradienty poli entropie, vah i irrelevanci dat jsou podle vé-
ty 9 kolineadrni s tednou k této estimadni cesté.

Estima&ni cesta umoZnuje podle d8sledku 8.3 a véty 12 uzaviit
gnosticky cyklus tak, aby v§yslednéd entropie byla sniZena na
teoretické minimum.

Podle véty 10 existuje kromé& duality obou struktur parovych
¢isel i jejich 1inherentni vzajemnost, diktujici vybér esti-
madni cesty Jako extremialy, ktera podle dtsledku 8.4 a vé&ty
12 umo¥nuje uzavrit gnosticky cyklus tak, aby celkové infor-

ma&ni ztrity byly sniZeny na dosaZitelné minimum.

3.10.5 Ide&lnost gnostického cyklu

Pozastavme se u ddvodd pro pojmenovéani cyklu y idedlnim:

1)

2)

3)

L)

5)

Tento cyklus realné& neexistuje, je to matematické fikce, ne-
bot jedinou (diskrétni) &iselnou hodnotu data doplnuje kon-—

tinuem "moZn¢ch" spojitéd nabyvanych '"mezihodnot", &imZz je
jedined&ny diskrétni akt tvorby data (a jeho jednorézova &i-
selna Gprava na odhad) povy3en na uzav¥eny cyklus procesd
pod¥izenych matematickym zédkonitostem.

Zdkonitosti tohoto cyklu vyplyvaji z idealizovanych pFredstav
o modelu dat (axiom 1) a o gnostickych operatorech (axiom 2).
Tyto zakonitosti zahrnuji vzorce pfifazujici ke kaZzdému datu
mez moZného sniZeni nhrdstu entropie a mez moZného sniZeni
ztradt informace prfi odhadovani, které by probihalo v 1deé&l-
nich podminkach.

Tyto meze jsou p¥i odhadovéani prakticky nedosaZitelné, nebot

jejich dosaZeni je podmin&no pfesnou znalosti ide&lni hodnoty
data, ta je v3ak jen cilem, nikoliv vysledkem odhadovéni,
ktery vidy obsahuje neodstranitelnou ¢ast chyby.

Zakonitosti tohoto cyklu Jsou prakticky vyuZitelné k odha~

dovéani; je to idei&l, ©podle n&hoZ 1lze konstruovat algo-
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ritmy re&dlného suboptimalniho zpracovani neuréditych dat.
Priklady vyuzZiti z&konitosti ide&lniho gnostického cyklu budou
uvedeny niZe.

3.11.1 Relativistické strukiura

Delinice 1&: Budi?z m klidova hustota oblaku H nekonedné& jemné

rozptyleného hmotného prachu, ktery nenese elektrické né&boje
a nachizli se v prostoru bez silov¥eh poli {ﬁ}}. Oznatme U
konstantni relativni rychlost oblaku H vzhledem k néjakému
dvojrozm&rnému prostorodasovému soufadnicovému systému, méEfe-

nou v jednotkach rychlosti svétla (£3. plati —~1<V¥<1). Oznalme

rovnéz
00« (1-wuHr/2 o= wel, (3.11.1-1)
mOGQDO moeoe1
E(mg,W):= 10 44| (3.11.1-2)
mOG)G) mOOG)

Budiz gy matice (3.4,2-1) pro C=J. Z matic
H(m ,W):= 2E(m_,W) - g;E(m_,0) (3.11.1-3)

vytvorme mnoZinu
u%h::-{ﬂ(mo,W){moeR+, we(-1,1)}. (3.11.1-4)
BudiZ X operace nasobeni matic. Strukturu
L=ty %) (3.11.1-5)
nazveme RELATIVISTICKOU STRUKTUROQU.

Je znamo [11], Ze matice E(mo,W) je maticovou reprezentaci ten-

zoru energie-hybnosti oblaku H v pojeti speciadlni teorie relati-
vity. UZitim dvoﬁrozmérného (prostoro&asového) popisu vymezu-
jeme tiidy &ty¥rozmérnych prostorolasovych udalosti, které maji
stejny vztah odmocniny 2ze soudtu &tvercd t#i prostorovych sou-
faonic k Casové souFadnici. Relativisticka struktura formé&lné
shrnuje obrazy hmotnych oblaku, z0brazent v soufadnicovych sou-
stavach pohybujicich se riznymi rychlostmi. P#ijatéd 2zobrazeni
umoziuji ukazat ddleZitou souvislost mezi gnostickou teorii ne-

uréityech dat a relativistickou mechanikou.
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3.11.2 Meziv&3ni izomorfismus
struktura (3.3-4) matic M(AO/S,@) reprezentujicich datoveé
dvojice ackh. Pak plati, Ze struktury 92 a 9; jsou izomorfni.

Dikaz: Dosazenim vztaht

m
o]

W = tanh(d) (3.11.2-2)
do (3.11.1-3) a uzitim vztahd (3.3-2), (3.3-1) a (3.1-13) do-

staneme rovnost

exp(2Ao/S), (3.11.2-1)

g(mo,w) = M(QAO/S,zé), (3.11.2-3)
¢imZ se ztotoiZni noside struktur 9? a 9% a tim i struktury,

nebot strukturni operace jsou shodné. A

Gnostické& struktura SZ byla v odst. 3.3 odvozena z prvniho axid-
mu jako model moZn{ch neur&it¢ch dat. Relativistickou strukturu
isme vytvo?ili 2z tenzorld energie-hybnosti. Ty se ve fyzice odvo-
zuji ze zcela jinych axiébﬁ, které zobecnuji zkufenosti ziskané
experimenty (nezbvislost rychlosti 5ireni své&tla na relativni
rychlosti zdroje vzhledem k pozorovateli a neménnost formy pri-
rodnich z&koni p¥ri zaméné soufadnicovych systémd pohybujicich se
konstantni rychlosti). Data studovani gnostickou teorii a zpra—
covavana jejimi algoritmy mohou pochéazet 2ze =zcela o0d4lisSngch
védnich obord a charakterizovat procesy majici s (fyzikou malo
spoleéného. P¥esto jsme zjistili hlubokou vnit#ni souvislost tak
odlehlych jevd. Ta je dbGsledkem toho, Ze tyto Jevy jsou
pod¥fizeny téZe geometrii, geometrii Minkowského. V§yznam pravé
ukézaného izomorfismu matematickych modeld jevid ze dvou tak od-
lisnych vé&dnich oborld spodivéd v tom, Ze vyznamné& motivuje kompo-

2i¢ni zakon pro sklddi&ni neuréitych dat.

4 GNOSTICKA TEORIE SOUBORS NBURGITYCH DAT

Tato kapitola se zab{va skladéanim neurditych dat a z ného vyply-
vajicimi 8iselnymi charakteristikami neurditosti datov§ch soubo-~

rd, jakoZ i distribudnimi funkcemi a hustotami dat a jejich za~
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kladnimi vlastnostmi.

e e e o, . e A . e o, v . T i e e S S e e . e g

Nyni mame model jednotliv§ech neur&itfch dat a zname zakonitosti,
které jsou tomuto modelu vlastni. Vime, Ze data plné neurdujl
svdj rozklad na idedlni hodnotu a obraz rulSivé kvantity a odeka-

Srey Te o wyaZitiem niélolika det zobresvjiclien tutéZ idedlni hod-
notu se aam poGell sniZzZit v1ivy neurditosti tim, Ze se piispévky
neuréditosti vzajemnd - alespon Zastecrd - vykompenzuji. To se o-
viem mize stat @z po sloZeni dat. V pF¥edchozin jsme se »iesvid-
¢ili, Ze 2zdanlivé trivialni otidzka "jak m&?it chybu 2zpisobenou
neuréitosti' poslouZila jako podné&t i pom&rné€ rozséhlé analyze s
nedekan{mi a obsaZn¥ml visledky. 0 nutnosti skléddani neurcéitgch
dat neni pochyb. Zastavme se vSak u otazky, jak a pro€ pravé tak

skléadat data, jejich chyby a charalteristiky té&chto chyb.

L.1.1 Motivace aditivniho skladani chyb dat a jejich &tvercd

P#i malych rychlostech W se relativistick$y model jevi sbliZi s
modelem "klasické" mechaniky Galileiho a Newtonovy. V ‘klasic-
ko-mechanickeée" verzi véty 13 by se pak zobrazil gnosticky model
dat s malymi chybami [P} na svij “limitni" pfipad, nejjednodussi
statisticky model. Pak by se chyba a jeji &tvereec C(aproximace
irrelevance a odchylky gnosticxzé vahy od jedniZky pri slabych
chybéch) zobrazily na veli&iny mow a mowg. Takovou souvislosi
mezi mechanikou a statistikou bychom pak mohli vylozit takto:
Uvazuje se N-tice hmotnjch bodd o stejné hmotnosti, pohybujict

se rovnomérnéd a ptimodate riaznymi rychlostmi U, v prostoru bez

silovych poli. V ramci klasické mechaniky hmotiost na rychlosti
nezavisi, proto ji prijmeme za jednotkovou, takifie hybnosti
hmotnyeh bodd bucou rovnéd Hi. Ty zobrazime na neurlita datg,
kterd se maji skladat. Kinetické energie bodd jsou Gmérné wi.
Mechanika uzn&va za nepochybné a experimentiéln& ovérené, Ze hyb-
nost a energie celého systému je soudtem hybnosti a energii jed-
notlivych hmotnych bodd. Kdyby m&l byt cely systém nahrazen je-
dingm Yekvivalentnim' hmotnym bodem majicim celkovou hmotnost N,
musel by mit rychlost rovnou prim&ru rychlosti vSech bodu, a

kdyby m&l mit tutéZ kinetickou energii, musel by mit rychlost
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rovnou odmocniné z pruméru &tvercd rychlosti{ jednotlivych bodd.
Prim&rn& rychlost je v3ak rychlosti t&Zi%té systému. Zobrazeni
Jednotlivych hybnosti na jednotlivia data tedy indukuje zobrazeni
rychlosti t&zi¥t& systému hmoinych bodd na aritmeticky promér
dat a 2zobrazeni kinetické energie t&Zi%t& na stfednﬁkvad—
ratickou odchylku dat od jejich primé&ru. UvaZujeme-1li pak rotaéd-
ni pohyb systému hmotnych bodd kolem pevné osy, zjistujeme, %e

kovarianéni matice dat je obrazem tenzoru setrvadnosti systému
hmotnych bodd.

Z takového hlediska m& tak dlouho a tak &asto wuZivané aditivni
skladdani dat a aditivni skladani &tvercd dat a &tvercd odchylek
od priméru motivaci vychéazejici 2z fundamentalniho p¥irodnibo
zdkona zachovani energie a hybnosti. Je moZiné, Ze tato "mecha-
nicka" motivace ve§la do z&kladtd statistiky (souasnd se svym
je3t& hlub3im zhdkladem, eukleidovskym geometrickym niazorem) diky
"person&lni unii" tvircd tehdej&i pr¥irodni filozofie, zahrnujici
jak mechaniku, tak i statistiku. Zmin&né "fyzik&lni" zddvodné&ni

m& vyhodu v tom, Ze je pouZitelné pro jakkoliv malé soubory dat.

Je tu v¥ak zhvaZni potiZ: Na rozdil od tvircd zadkladd statistiky
jiZ vime, Ze klasicka mechanika plati jen p#i malych rychlostech
pohybu. Rychlosti se v8ak zobrazily jako chyby dat, takzZe jedno-
duché aditivni skladani dat a &tvercd chyb odvolanim na klasic-
kou mechaniku zdivodnovat nelze, jsou-li data =zatiZena hrubymi
chybami. Vime také, Ze - pfinejmen3im ve fyzice - euvkleidovska
geometrie neni adekvatnim popisem reality. Lze najit souvislosti
mezi soudobou fyzikou a problémy neurditych dat? Gnostickd teo-
rie dala kladnou odpovéd v odst. 3.11 této prace, alespon pokud

jde o mé&feni chyb jednotlivych dat. Ke gnostickému kompoziénimu
zakonu pFfistoupime v dal3im odstavci. Nejprve je ale jeSté treba

uvést dv& poznamky.

Na problematiku hrubych chyb v datech a potiZe s aplikaci kla-
sick§ych statistickych postupd na malé vyb&ry dat ze statisticky
nedefinovanych zakladnich soubord reagovala statistika inten-

z{vnim rozvojem robustnich metod [24]. Lze se snadno presvédsit,
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Ze mnohé robustni algoritmy lze geometricky interpretovat jako
zavedeni specifickych metrik Riemannova typu, tedy jako odklon
od metrik eukleidovského typu, v nichz vaha chyby nezavisi na
hodnot& chyby. Tato interpretace v8ak neni b&iné akceptovéana,
geometrickad podstata problému byvia zpravidla skryta pod predpo-
klady o rodinidch distribuci, pfipadné& i pod heuristickymi argu-
menty. Problematika kompozi&niho zékona neurditych dat se oddé-
lené nestuduje. Statistika se od sv§ch historickyech zdrojt di-
stancovala vybudovinim vlastniho matematického fundamentu. Snad
i to je pridinou toho, Ze mimo pozornost zlstava jeji pretrvava-

jici sepjatost s fyzikou, kterid je projevem jednoty svéta.

Souvislostem mezi fyzikou a zejména informaci byla vénovéna jiz
fada praci. Uvedme 2zde alespon dva autory = nejnovéjsi doby.
V roce 1975 zavedl G.A.Jumarie pojem "relativistickéd kyberneti-
ka" [25] a v fad® praci v&etné& dvou knih [26] rozviji svoji my¥-
lenku o tom, Ze vliv subjektivnich podminek p¥4ijmu informace na
hodnoceni mnoZstvi informace miZe a m& byt uvaZovan pomoci Lo-
rentzovych transformaci. Z jeho praci vBak nevyplyvia nutnost ta-
kového postupu, ani ddvod pro odmitnuti podstatn& jednodudsiho
refeni této Glohy, které v ramci metod teorie informace nabidlo
jiz davno zavedeni informadniho kandlu prijemce 2zprévy h8].
Zcela jinak stavi otazku o vztazich fyzik&lnich a informadnich
zdkonitosti jevd F.W.Kantor ve své knize [27], kde hodnoti s
vyuzitim prostredkd matematické fyziky transformace informace
(definované poltem bitd charakterizujicich fyzik&lni veli&inu),
doprovazejici fyzikadlni transformace. Zminéné price se podstatné
1181 od gnostického pfistupu svymi vychodisky, metodami i v§-
sledky, ale i tim, Ze si nekladou za cil zpracovani neuréitgch
dat.

4.1.2 Gnosticky kompozi&ni zakon

V teorii jednotlivych dat jsme ka%dé datum AeR1 (&1 ZeR+) pova~
Zovali za obraz datové dvojice deR,a tu pak za rozklad data na
idedlni a ru8ivou sloZku. Toto pFifazeni budeme mit na mysli 1 v
dalsSim textu, kdy pro =2zjednoduSeni a v souladu s Db&Znymi

zvyklostmi budeme hovoPrit o datech a datoviych souborech a jejich
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charakteristikach, nikoliv o souborech datov§ch dvojic. Ve
zvlastnim pripadé datovych dvojic s nulovou ruivou slozkou bu-
deme hovoiit o PRESNYCH datech.

Definice 19: Pro ka%dou N-tici dat Z1 az ZN)zapsanych v multi-

1/S=21/SEXP(®k> (k=1,..,N) a majicich tutéz

ideadlni hodnotu Zo a tenty% parametr m&ritka S5,oznalme

plikativni form& 2

Q?Uw,zo,s>:=<z1,...,zN>. (4.1.2-1)

DATOVYY SOUBOREM nazveme L-tici (L>1)
. v P
Fri= (EW,2,,,50,805,2_5,8,), .., &Ny, 2 ;,87)) . (4.1.2-2)

Datovy soubor s neznamym L budeme znaéit;g. Datovy souborcéa

nazveme HOMOGENNIM;pravé kdyz L=1. V tomto pripad& p¥ijimame

02‘;=‘:g(N1,Z01gS1>0 (4.1.2_2'>
Nechf pro 1=1,..,L je <Z1 1re el y ):azle,Zol,Sl). Pro
’ ’ l
k=1,...,N1 oznadéme
‘I/S1
Ql k:=(Zl,k/Zol>' (4.1.2-3)

Necht N=Ng+...+N;. Budiii&:=<z1gt2,...> posloupnost zobraze-

ni takovych, Ze pro kaZdé pirirozené N je XN: RE—» R1.
GNOSTICKOU CHARAKTERISTIKOU datového souboru £y pii dangch
<Zo1"“’ZoL> a <S1""’SI> nazveme hodnotu v§razu

XN(Q1,1,..~,Q1’N1""’QL,']""’QL,NL).

Gnostickou charakteristiku budeme rovnéz znaéitA%NGgi).
VAHOU P« (prip. IRRELEVANCT H,) DATOVEHO SOUBORU o€ nazveme
funkei vah fq, (pfip. irrelevanci hgy, C=J,I) v8ech dat vy-

tvarejicich souborégj.
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Aby se vaha a irrelevance staly gnostickiymi charakteristikami
datového souboru, musi byt tedy zadany jako funkce dat vytvare-
Jicich tento soubor, jako% i pFisludnych ide&lnich hodnot a pa-

rametrd méritka. Zabjvejme se otazkou volby takovych funkci.

Didsledek 13.1: UvaZujme N-tici hmotnych oblakd H, k=1,...,N,

majicich stejnou klidovou hustotu m o a rychlosti Wk a odpovi-

dajici N-tici maticovych reprezentaci tenzort energie-hybnos—

ti. Pak plati, Ze ke kaZdé takové N-tici hmotnfch oblaki
. . . . 1/8
existuje N—~tice datov§ch dvojic dk:<ZO ’@k>’ k=1,...,N,

takovych, Ze

k=N k=N
;{;E(mo,wk) = %z;H(2log(Zo)/S,2@k). (4.1.2-4)

9; a g;' : : :
Obé& zkoumané struktury jsou definové&ny na mnoZinéch matic;  pro-—
to je pro jejich prvky formidlné& definovano i seé&itani. V pFipadé
matic E(mo,Wk) ma v3ak diky vztahu (3.11.1-3) seditani prvki

hluboké fyzikalni zdlvodnéni, nebot souet té&chto matic odpovi-

da& soudtu tenzorfli energie-hybnostiya tudiZz - podle z&kona za-
chovani energie a hybnosti - i celkové energii a celkové hybnos—
ti systému v3ech oblakd z uvaiované N-tice. Takto je uréen fyzi-
k&dlni kompozidni zakon. Uznini mezivédniho izomorfismu doloZené-
ho vétou 13 tak implikuje kompoziéni zAkon i pro N-tici gnos-
tickych (kvantifikadnich) udalosti: wyné&sobenim (3.11.2-4) mati-
¢i E(m_,0) a uzitim vztahd (3.11.2-1) a (3.1-13) se pfesvédéime,
Ze takto vypliva ze zakona energie a hybnosti nutnost aditivniho
skladani matic @(O,2@k), neboli aditivniho skladani kvantifikad-
nich vah jednotlivych gnostickych ud&alosti i aditivniho skl&adani
jejich kvantifikadnich irrelevanci, nebot 2z (3.3-2), (3.3-1) a

(3.8.1-1) je patrné, ze pravé tyto funkce jsou slozkami matic

M(O,Ei&). UvaZovana N-tice dat je podle definice 19 homogennim

datovim souborem;y(N,Zo,S). Disledek 13.7 tedy pPedstavuje moti-
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vaci volby kompoziéniho z&kona pro takov¥ soubor, alespon
pokud jde o jeho kvantifikadn$ charakteristiky. Tento z&kon se
v8ak opiréd o mimomatematickid tvrzeni. Pro dalsi vyuZiti v gnos-—

tické teorii proto p¥ijmeme jeho zobecn&ni jako axiom.

s vahami ka a irelevancemi heys (C=J,I, k=1,..,N). Tak pro
véhu a irelevanci datového souboru et plati
k=Y k=N

Fo = Egﬁ £0,/N, Ho = ;i; ho /N, (4.1.2-5)

Aditivni kompoziéni zadkon pro vAhy a irelevance tedy pfijiméame
i pro pfipad nehomogennich datovych souborl, a nejen pro kvanti-
fikaci (C=J), ale i pro estimaci. Jako motivaci rozsif¥eni tohoto
zakona i na estimaci lze uvést toto: Zobrazeni 7 (3.4.1-16) zpl-
sobuje, Ze estimaéni verze vzorch gnostické teorie dat lze zis-
kat z kvantifika&nich uZitim pravidla "uZij 'I ' misto 'd ', os-—
tatni ponech". Prijat§y axiom skléadéani zachovhva platnost tohoto
pravidla i pro charakteristiky datov§ch soubord, tim se zachova-
va i formAlni matematickénjednota teorie.

5toji za to poznamenat, Ze vé&ta 13 a jeji disledek jsou vice nez
pouh& motivace pro volbu axiomu. Kdybychom pro skladéni kvanti-
fikafnich udalosti zvolili jiny kompozi&ni zakon, mohl by uvede-
deny mySlenkovy experiment poslouZzit jako protip¥iklad pro odha-
leni sporu. Pokud jde o kvantifikaci, je tedy axiom 3 matematic-—

kou formalizaci mimomatematickych skuteénosti a jejich uznanim.

Prijali jsme tedy kompoziéni zékon, ktery je aditivni vzhledem k
vahadm a irelevancim dat. P?i silném vlivu neurditosti tento z&-
kon skl&ad& data a jejich &tverce =zpisobem znadné odlidnym od
aditivniho skladéni. V dal$im se ukiZe, Ze pro praktické vyuziti
pfi zpracovani neuréitych dat lze pfijatym kompozidénim =zakonem
mbtivovat i dalsi zplisoby skladani, ty se budou navzljem 1i5it

typem a stupn&m robustnosti vsledki.



- 83 -

4.2 Index datového souboru

Z prijatého zpidsobu skladani vypliyvaji dalgi ddlezité cha-
rakteristiky datového souboru.

Definice 20: BudiZ% C J,1I. Budiz & datovy soubor s vahou Fo a ir-

relevanci HC. Budiz

/]
QZC:= ~33 argtanh(CHC/FC)‘ (4.2"—1)
EKVIVALENTEH datového souboru & nazveme parové &islo
Uy = exp(cQZC). (4.2-2)
Za vahu a irrelevanci ekvivalentu u;, pIrijmeme parova &isla
.o L -
fi010= cosh(ECQZC), hyni= C sinh(20Q,.). (4.2-3)
INDEXEM IZC datového souboru nazveme pomér
I,0= Fo/fy0. (4.2-4)

~

Lze ov&Pit, Ze definice (4.2-1) je korektni. Je patrné, Ze jak
parové gislo

2ci = FC+HCC’ (4.2-5)
tak i1 ekvivalent datového souboru charakterizuji celkovou neur-
¢itost dat, kterd tento soubor vytvafeji. Ob& tato parovid ¢&isla

"reprezentuji" cely soubor, kazdé vSak v jiném smyslu. Ekviva-

E

lent datového souboru je normalizovan, mé& jednotkovy modul. Je
to tedy operétor otadeni o ﬁhelﬁlzc, ktery je vysledkem skladéani
argumentd viech skladanjych gnostickych wudélosti. Parové ¢islo
EZC ma tent§yZ argument, jak je patrné z (4.2-1), av8ak jeho mo-

dul se miZe 1i8it od jednidéky.

dN odpovidajici datové dvojice. Pro k=1,..,N oznalme
uy = ?%(dk)’ QCk:= argC(Tb(dk)), (4.2-6)

@k:=$2,Jk, lyk:=521k. (b.2-7)
Pak pro index IZC datového souboru plati

a) Je roven

1,.:= |[F2 - c%H2 . (4.2-8)

b) Je roven modulu aritmetického priméruv parovych operatorid

otafeni o Ghly rovné dvojndsobnym argumentim, tj.
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A k=N
a0 [ W 2 exp(2eg) ¢ (4.2-9)
¢) Index lze zapsat jako geometricky primér aritmetickych
prim&ri
BTN T
IZC = (“'N_é{uk/uk)(_ﬁ" E: uk/uk). (4.2—10)

d) Lze ho zapsat i ve tvaru

N
1

I, —g— > cosh(2C(Da, - ), (4.2~11)

20" NV 2y ox~ %1

e) Maji-1i vZechny podsoubory souboru dat £ tuté idealni

hodnotu ZO a tentyZz parametr méritka S, lze index =zapsat

jako (4.2-12)
o e 8 St e YD 2000 0 315 (g g 31/5y2
726~ * N2 ¢ Ik 11 k21 IR R ’
>1
kde pro k=1,...,N je fIk=fI(uk), tj.
_ 2/5 2/s
f1, = 2/((2 /2 D" "+(2 /2, )" 7). (4.2-13)
Dikaz: 2 (4.2-1) a (4.2-3) plyne
hyo/fq0 = HC/FC. (4.2-14)
Podle (4.2-4) je proto
£,0= Fo/lys, hoe= Ho/1yp, (4.2-15)

pfitemZ F,. i f,c Jsou kladné, plati tedy a). Index IZC je
tudi> modulem parového &isla EZC (4.2~5), které je podle (4.
1.2-4) pri3mérem parovych &isel tvaru ka+thc, coZ jsou podle

lemmatu 7 operatory exp(2CQCk), proto platf b). Body <¢) a
d) lze dokéazat z a) vyuZitim vztahu uk/§k=exp(c2QCk).

Ve vzorci (4.2-11) upravujeme kosinus rozdilu hld nejprve

pro C=d:
cosh(2(D, ~8))=(((exp(®~§ )+ (exp@,-§))*)/2=
1+ exp@, -0)-1/exp @, -8 )2 /2=1+((2,/2,) " 5-(2,/2,) /512,

pridem? posledni substituce vyplyvéd z (3.1-12). Dosasenim do

(4.2-16)
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(4.2-11) dostaneme kvantifika&ni verzi indexu v (&.2-12).
Vztah (4.2-13) plyne z lemmatu 6. Dosazenim z (3.4.2-51)-(3.
4.2-54) dostavame
cos(2@ykéyi))=cosCEWk)cos(2q&)+sin(2@k)sin(2wi)= (4.2-17)
(£ 1 fr1) (sinh(2d sinn(2f) 1) =1+( 21, £11)(1-cosh(2(@, -$))),

takZe uZzitim (L£.2-16) a (4.2-11) dostaneme estimadni verzi

indexu. Vzorec (4.2-12) pak formalné& sluduje oba pPFipady.

A
Z bodu e) je patrné, Ze index je gnostickou charakteristikou da-—
tového souboru & .
Disledek 14.1: Pro indexy datového souborutgfplati
0< 1,,<1< 1, <00 | (4.2-18)

2I—  — TI4d

pridemZz pFipady IZI:1 a IZJ=1 nastavaji souéasné, a to pravé

kdyzZz jsou vS8echna data pFfesnéa.

Diikaz: Nechft jsou v8echna data pfesnd. UvaZujme oznadeni jako

ve vét& 14, Pak jsou vBechny argumentySECk v (4.2-11) nulové

a oba indexy jJjsou Jjednotkové. Je-1i jeden 2z index@ roven

jedné, musi byt nulové viechny argumenty‘QCk v (L.2-11), coZ

lze snadno dok&zat sporem. Pak ale musi byt jednotkovy i dru-
h$¥ z index®, nebot argumenty dvojityech a komplexnich &isel

jsou spjaty podminkou rovnosti tangent (3.4.2-51), data jsou
tedy presna. Nerovnosti v (4.2-18) plynou =z toho, Ze pro
v8echna nenulova realna t je cosh(t)>1 a cos(tXx1, pfitom pro

t<oo je i cosh(tl<eo . A

Index bylo tfeba zavést pro normalizaci vahy a irrelevance sou-
boru, po niz se tyto velidiny stanou vahou a irrelevanci gnos-
tické udalosti, kterd je ekvivalentem homogennihe datového
souboru a miZe ho reprezentovat asi tak, jako miZe reprezentovat
jedin&d relativistick& udalost soubor ud&losti, JestliZe m& ener-—
gii a hybnost rovnou primértm energii a hybnosti v8ech udélosti.
Pojem ekvivalentu datového scuboru jsme viak =zavedli jen pro
homogenni datové soubory. Pozdéji uvidime, Ze pro nehomogenni
soubory nemusi mit tento pojem dobr§y smysl. Pro takové soubory

lze vB3ak index pouZivat téZ, i kdyZ k jingym GEeliam.
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2 (4.2-11) vidime, %e hodnoty indexu jsou plhé urdeny "Ohlov§mi
vzdélenostmi”QCk—QC1 kazdého data od kazdého (vEetn¥ sebe).

Je patrné, Ze hodnoty indexd jsou spjaty s rozptylenim dat sou-
boru. 04 hodnoty 1, kterou maji indexy pouze v idedlnim pripadé&

presnych dat, estimadni index klesid a kvantifikadni index roste
se zesilovanim vlivu neurditosti. Tento zplsob hodnoceni mnoZst-
vi neurditosti dat souboru je zavisly na hodnoté ¢&i Thodnotéch
parametru méY¥itka a lze ho prakticky pou2it, az kdyz jsme odhad-

li ideadlni hodnoty, a2 tim i1 argumenty . Pozoruvhodnou vyjimkou
) k

je v tomto ohledu kvantifikadni verze vzorce (4.2-6), k Jjejimu?

pou?iti potFebujeme jen data a parametr m&ritka.

Disledek 14.2: Budte ¥' a X" dva homogenni datové soubory s ty-

mi% ide&lnimi hodnotami a stejnym parametrem m&¥itka a N', N"
podty jejich dat. BudiZ koA homogenni datovy soubor vy-
tvoreny konkatenaci soubord &' a X". Budte IZC’ IZ'C a IZ"C

indexy homogennich datovych podsoubord &, X' aZ".

Pak plati rovnost
) - 5 5 (4.2-19)
—_ 1 ' 1L 1 ] u
I50= (W' /(N'+N")) Ty, ov (N"/ (W' 4N D) TTgn o+

|+|l Nl
2£% L :E:jcosh(QC(QCk—le))/(N‘+N”)2

k=N'+1 1=1

a systém nerovnosti
(4.2-20)

(N'QI2 +N“212 )1/?5 (N'+N" )T

' " <
711 AN (N IZ' +N IZ“I)._

71 < I

NN (N Ty, g+ T )< (N 4NT) Ty o

Dikaz: Dosazenim konkatenovaného souboru do (4.2-11) a vyuZitim

vlastnosti funkci cosh(.) a cos(.).
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4.3 Vlastnosti gnostickych charakteristik datového souboru

4.3.1 Aditivita gnostickych charakteristik

Jestlize pro (k=1,..,N) jsou Q, realnad ¢&isla, pak symbolem Q;,
pPTip.Q, oznadime jejich aritmeticky prumér, tj.
Q:= 5 éé; Qk‘ (4.3.1-1)

Tuto symboliku budeme od jiZ uZivaného =znadeni sdruZenjch

parovych &isel odlisSovat dle kontextu.

____________ N-
NechT:QC1 az &%N maji stejny vyznam jako ve véts 14.

Pak pro kazdé K=1,..,N-1 definujme

; g;g (4.3.1-2)
covC(N,K):= =% fﬁ#hc(2CQC,1)hC(QC&%,1+K)'
Lemma 13: Pro index datového souboru £ dle definice 20 plati
(4.3.1-3)

Mr::ﬂz o~ N1
IZC= (fC) - (¢ /N)((hC)+2Eé1(1_k/N)COVC(N’k))'

dle definiece 21. A
PovSimnéme si, Jjakou interpretaci mochou mit zatim zavedené gnos-

tické charakteristiky pfi slabych poruchéch dat:

Lemma 14: Necht éf, @1 az @N maji t¥Z viyznam Jako ve vété 14,

A= M%x(kui). (4.3.1-4)

Pak pro nasledujici gnostické charakteristiky souboru plati
PrisAa— 0 vetahy:

Ro/2 =& + 0(a”), (4.3.1-5)
eg/2 = (Fy-1)/2 = c282 + o(aty, (4.3.1-6)

ﬁg/a -2 4 oath, (4.3.1-7)
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(s2-1)/m = 6%7 + oAy, (4.3.1-8)

N—
oovC(N,k) = ﬁ;K Eg? él¢H+K+ 0(54), (4.3.1-9)
T0= 1+ 208 (@ + 0. (4.3.1-10)

Jiz v lemmatu 8 jsme vidé&li, Ze p¥i slabych chybach dat se irre-
levance bliZzi k chyb& a vaha k jejimu kvadratu:; tec je pfidinou
toho, Ze gnostické charakteristiky se za tétoc podminky blizi k
vibérovym odhadtm uvedenych prvnich a druhfych statistickych mo-
mentt, délenfch parametrem mé&¥itka. Upravou indexu datového

souboru podle lemmatu 13 se prokdzal vliv gnostické charakteris-
tiky covC(N,K), kterad se dle (4.3.1-9) p¥i slabych chybach blizi

k druhému smiZ3enému statistickému momentu. P#ijmeme ji za gnos-—

tickou charakteristiku korelovanosti dat souboru.

Do uvedeného p¥ehledu jsme zahrnuli i primér &tverci vahs kterd
hraje v dal8im v¥znamnou {lohu, nebot podle véty 11 a vztahu

(3.4.2-54) je &tverec estima&ni vahy (interpretovany jako funkce
neznamé idealni hodnoty) Parzenov{m jadrem a priomdr t&chto funk-

ci bude slouZit jako hustota dat.

4.3,2 Citlivost gnostick¥ech charakteristik

Definice 22: BudiZ X,, X,,... zobrazeni jako v definici 19.
Gnostickou charakteristiku X nazveme ADITIVNI, jestliZe pro
kazd§ datovy soubor Z=Z(N,.,.) s daty 4,,..,2y a datovy
soubor &'=Z' (N+1,.,.) s daty Z,,..,2y,% z4visi rozdil hodnot
2ﬁ+1(£ﬁ)th@%b pouze na datu Z, jeho parametru mé&Fitka (S) a
na jeho idealni hodnoté (ZO). CITLIVOSTI gnostické charakte—
ristiky X nazveme realné &islo X,takové, ze pro kaZdou tako-

vou dvojici datovych souborid X g plati
) 1/8 = N
o<11Z:E_(_IDZCN+1(...,(Z/zO) )—%N(...)Iz y<oo . (4.3.2-1)

V gnostické teorii potfebujeme jak aditivni, +tak i neaditivni

charakteristiky, jako je nap¥. jiZ zavedeny index souboru. V§-
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znam aditivity gnostickych charakteristik je ve snadnosti analiy~
2y jejich ddlezitycn vlastnosti.

2 = - . 2
foo hC 3 g,y

_________ e
jakoZ i gnostické charakteristily covc(N,K) (C=J,I) nail na-
sledujici citlivosti:

Tab.1: Citlivosti gnostick¥ch charakteristil:

1/5, kde Z0 a S jsou ideé&lni hodnota & pea-

rametr mé&ritka pat¥ici k datu Z. Pak jsou pFirGstky ;{N+1'21N

podle dfive uvedenych vzorcdi rovny

2 2., .C°
pro promér vah: (Q°+Q “)/2)7/n
pro primér kvantifikadnich irrelevanci: (QQ—Q_Q)/(QN);

pro primér estimadnich irrelevanci: ((QQ—Q_2)/(Q2+Q_2))/N,
pro kovariance: ((N—K)/(N+1—K)—1)covC(N,K)+
he gaq-rhg, waq/ 1K),

Z definice 22 a z téchto vztahld plynou uvedené citlivosti. N
Z definice je patrné, Ze citlivost je zde vztaZena %k odlehlému
datu, tj. k datu, které se neomezené vzdaluje 08 ostatnich. 2Z&-
pornéd hodnota citlivosti znadi ROBUSTHOST vzhledem k odlehlému
datu. Nulova citlivost svéd&i o tom, Ze odlehlost data se miZe
projevit jen omezenou 2zménou gnostické charakteristiky, za-
timco robustni gnostick& charakteristika se =zahrnutim extrémné
odlehlého data nemusi (v limitnim pPFipadé&) zménit vibec. Pojem
odlehlosti je zde spjat s neomezenym narustanim data 72, avSak 2z
uveden§ych vzored je patrné, Ze obdobné& budou gnostické charakte-
ristiky reagovat na neomezené pribliZovéni data Z %k nule diky
symetrii vyrazd vzhledem ke Q.

'Poznamenejme, ze kladné 1 zaporné hodnoty citlivosti mohou byt
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interpretovany jako robustnost gnostické charakteristiky, Jest-
lize se pPihlédne k cili zpracovani dat: Jednou Jsou odlehléa
data "Sumem" a data "uvnit?" shluku "signalem", zatimco v jiné
filoze Jsou "periferni" data signalem, ktery je ruSen "vnitfnimi"
Sumy. V prvnim pfipadé pozadujeme VNEJSI ROBUSTNOST (¢<0),
kdeZzto v druhém pfipadé Je Zadouci vlastnosti VNITRWI
ROBUSTNOST (¢>0). Jak je patrné, v gnostické teorii je snadné
volit i druh, i stupen robustnosti, adkoliv #adné explicitni po-
Zadavky tohoto druhu nebyly pfijimany. Tuto skutecénost lze

oznaé¢it za pfirozenou robustnost gnostickich charakteristik.

V odstavei 3.9.2 byly jako distribuéni funkce pro jednotliva da-
ta prijaty funkce pJ(AO|A), pfip.pJ(Zo|Z). Ty jsou dle (3.9.1-3)

linearni funkeci estimadni irrelevance. V predchéazejicich tGvahach
se nam jiZz naskytly dvé moZnosti prifazeni irrelevance datovému

souboru, prvni je Hy, dle axiomu 3 a druh& h,, (4.2-15).

Tak prichazime ke dvéma typtm distribuéni funkce dat.

4.4 .1 Aditivni distribudni funkce a hustota datového souboru

parametr méfitka odpovidajici datu Zk'
Zavedme funkce gk(z):R+—a-(0,1) a Qk(a):R1—+ (0,1) takto:

(VzeR+)(£k(z):=1/(1+(Zk/z)4/8(k))), (b.4.1-1)
(VaéR1)(Rk(a):=gk(exp(a)). (4.4,4-2)
ADITIVNIMI DISTRIBUCNIMI FUNKCEMI datového souboru & na-—

zveme funkce

Ri= Bys | (4.4.1-3)

pi= ﬁ;, (4.4 .1-4)
ADITIVNI HUSTOTOU datového souboru nazveme derivace aditiv—

nich distribu€nich funkeci podle jejich argumentu.

Disledek 11.2: Budiz Q?daiovy soubor vytvofenfy z N dat Z,,..,2y

s ideadlni hodnotou z. Budiz S(k) (k=1,..,N) parametr mé&Fitka
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prislusny pro datum Z Budiz a=log(z).

-
V2/SU_ (g s5)2/50)

Pak pro qk=(Zk/exp(a) je
f1,= 2/Cq +1/q,) (&.4.1-5)
a aditivni hustoty souboru 2 maji tvar
, d P-EEN
pi= 32(p) = £1,/5(k), (4.4.1-6)
... d 22 ey
pr= z5(p) = £7,/(28(k)). (&.4.1-7)

Dbkaz: Vztah (4.4.1-) plyne z v&ty 11 a =z dusledku 11.1 jako

aritmeticky primér pfes vSechna k. N

Pro ka¥dou pevnou hodnotu argumentu a (i z) jsou tyto distri-
buéni funkce i hustoty aditivnimi gnostick{mi charakteristikami.
Citlivost distribuéni funkce je proto rovna 0 jako u estimadni
irrelevance, citlivost hustoty je -4/5 jako u &tverce vérnosti.
Aditivni distribudni funkce jsou tedy omezené citlivé k odlehlym
datim (zhruba jako empirické distribudni funkce), hodnoty husto-
ty rovnéZ, av8ak lokalni tvary hustoty jsou viéi odlehlym datlm
znaéné robustni diky rychlému ubfvini hustoty jednotlivého data
se vzdalovanim argumentu z od soufadnice jeho vrcholu. Z téhoZ
diivodu se navzajem malo ovlivnuji hustoty dvou od sebe odlehlfch
lokalnich shluk@. Diky aditivité jsou prispévky Jjednotlivych dat
stejné vlivné, ZadnhA data ani jejich shluky nejsou potladovéna
nebo preferovana., dak distribudni funkce, tak hustoty dat maji
neomezenou "flexibilitu": p#¥i S(k) ~- 0 konverguji hustoty g i E
k Diracové delta-funkei. Proto se mlZe aditivni distribuéni
funkce pFi sniZovani parametrd mé&fitka libovolné& pFiblifovat k
empirické (schodovité) distribu¥ni funkci. Tyto  vlastnosti
pfeduréduji aditivni gnostické distribu&ni funkce a hustoty k
odhadovani pravdépodobnostnich distribuci a hustot datovych sou-
bor s jakymikoliv nehomogenitami, s multimod&dlnimi hustotami
apod.
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4 4,2 Statistické vlastnosti aditivnich gnostickych distribué-

nich funkel

Gnostické teorie vznikla z potfeby zrracovavat malé soubory dat,
kterad mohou bit silné ruSena neurditostmi. Jeji pouZiti lze ole-

kavat zvlasté za podminek, které se obti&né& charakterizuji sta-

tistickymi modely. PTfesto je GUlelné - zejména pokud jsouw k tomu
k dispozici jiZ hotové® matematicko-statistické prostiTedky — po-
soudit i limitni statistické vlastnosti <v¥sledkl, ziskavan¥ch

vyuzitim gnostickych metod.

Disledek 11.3: Budte «

______________ 1,..,0(

o nezavislé nadhodné velidéiny stejné

rozdé€lené jako nédhodn& velidina o, jejiZ pravdépodobnostnil
distribuéni funkce je absolutné spojitéd a jejiZ hustota prav-

dépodobnosti je gla). Budte Ay =0l (k=1,..,N) pozorované hod-
noty,;g =<exp(A1),...,exp(Ak)> homogenni datovy soubor, p(a)

jeho aditivni distribudni funkce. BudiZz m(N) (N=1,2,3,...)
posloupnost kladnych re&lnych &isel. Definujme gN(a) vztahy

a(N,k):= exp(2(4, -a)/m(l)), (L.4.2-1)
£ (N, k)= 2/(q(H,k)+1/q(N,k)) (4.4, 2-2)
N
gN(a) = ﬁﬁ%ﬁj kz_;f]g:(N,k). (4.4,2-3)
Pak plati:
a) Necht je pro viechna %x=1,..,N
S(k) = m{(N). (4.4.2-4)

Pak se aditivni gnostickia hustota ﬁ(a) (4.4.1-6) shoduje

S gN(a).
b) Necht kromé& a) plati
lim(m{N)) = 0. (4.4,2-5)
N—> oo

Pak je p(a) asymptoticky nestrannym odhadem hustoty g(a)

ve viech bodech jeji spojitosti.
c¢) Necht kromé a) a b) plati
lim(Nm(N)) = oo . (4.4.2-6)

New oo
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Pak je ﬁ(a) konzistentnim a asymptoticky normalnim odha-—

dem hustoty g(a).
d) Necht krom& a) a b) plati
1im(Nm“(N)) = oo (4.4,2-7)
N—- oo

a necht je hustota g(a) stejnomérné& spojita. Pak odhad
E(a) konverguje s rostoucim N k této hustoté podle prav-

dépodobnosti.
e) Necht navic k d) plati, ze 4 je jediny mod hustoty g(a)

a zZe AN je jeho odhad ziskany maximalizaci funkce ,g(a).
Pak plati, Ze s rostoucim N odhad QN konverguje k modu 4§

dle pravdépodobnosti.

tivni gnostickou hustotu (4.4.1-6) s odhadem gN(a) (4.4.2-3),

nebot pro takto zadan§y parametr m&fitka se diky predpokladu

Zk=exp(Ak) ztotoZni s g(N,k),a tim 1 f s fI(N,k). Pla-

9k Ik
ti tedy a). Pak je kazd¥ &len soudtu v (4.4.2-3) podle véty
11 Parzenovym jadrem a funkce gN(a) (4.4.2-3) je odhadem

hustoty g(a) h ]. To umoZnuje pouzit véty z [19] pro asymp-—
totické pPipady aditivnich gnostick$ch hustot a dokazat tak

jejich statistické vlastnosti b) az e).
A
Gnosticky kompoziéni zakon, jehoZ motivace se velmi 1i5i od sta-

tistickych, se pFi aditivnim skladani hustot a distribudnich
funkei form&alné ztotoZnil s (asymptoticky) dob¥e =zdiivodnénym a
jiz dlouho uZivanym neparametrickim statistickym postupem. Tato
diléi shoda by dovolila aplikovat asymptotické statistické vi-
sledky na gnostické& odhady, pokud by byly splnény pfedpoklady o
statistickém modelu dat. Gnostickd teorie v3ak odvodila své cha-
rakteristiky bez takovych predpokladt, tyto charakteristiky maji
dobry smysl i pro malé soubory. Oproti Parzenovu pfistupu je tu
podstatny rozdil: z gnostické teorie vyplynul jedin¥ tvar jadra,
parametrizovany jen datem a parametrem méritka. Je to dobFfe, &i

je to neZAdouci omezeni obecnosti? Jisté je Jjen to, Ze toto jJje =z
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hlediska gnostické teorie zdlvodnény vysledek, Ze gnostické jad-
ro neni ve sporu s Parzenovymi poZadavky a Ze toto jadro je viu-
de derivovatelné, co% je &asto vitano. Ostatni je =zatim t¥eba

ponechat dalSimu v§voji teorie a ovEFovani v praxi.

4.4.3 Robustnost aditivnich distribudnich funkeci

Zastavme se je¥té u problému, ktery se tyka celé tridy nepara-
metrickych odhadd, zaloZenych na aditivnim skladani jader pri-
sluénychkﬁednotlivym datim (odhady hustot pravd&podobnosti), ne-
bo jejich integralnt (odhady aditivnich distribu&nich funkci). Je
to problém citlivosti k odlehlym datim.

a
pla):= Sk(a')da', (4.4.3-1)

Qghomogenni datovy soubor s daty Z2,,..,%4, a2 s parametrem mé&-
4 N
mg¥itka S. Necht A =log(Z,) (k=1,...,N). Pro 1< H<N a feR’

oznadme

(a,N,M,R) 1 ¢ g (( )/S) E? p(( )/égjq'B—e)
’ ’ ’ = ———— ..A =+ + -.-A
rla f N k=1p a~A, A 2 +1p a K

Parzeniv odhad distribuéni funkce n&dhodné velidiny o defino-
vané v disledku 11.3, porizeny 2 dat souboru, jejichZz &ast je

posunutéd o/ . Pak plati

lim(p(a,N,¥,+8)-p(a,N,M,-43)) = M/N. (%.4.3-3)
/3 —» oo
Dbkaz: Z vlastnosti Parzenova jadra plyne pro k=1,...,HM
lim(p((a-A,-£)/8))=0, lim(p((a-A +4)/$))=1. (4.4.3-4)
B—= o0 B —— o0 A

Tento vysledek plati i pro aditivni gnostickou distribudni funk-
ci datového souboru, nebot i ta ma vlastnosti Parzenovych od-
hadtd. JiZ v odst. 4.4.1 jsme konstatovali, Ze ma stejné& jako ir-
relevance souboru omezenou citlivost k odlehlym pozorovéanim.Pria-
vé uvedenad vlastnost (4.4.3-4) je jejim ddsledkem. To znameni,
ze vzhledem k zna&né odlehl$m pozorovanim je aditivni gnostické
distribuéni funkce stejné robustni jako statistické odhady této
tridy.
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4.4.4 Globalni distribudni funkece a hustota datového souboru
Definice 24: BudiZ gfdatovy soubor s daty Zyy+.y2y s parametrem

m&fitka S a ide&dlni hodnotou z. Budte pro k=1,..,N

th=(Zk/z)2/S. (4.4, 4=1)

V souladu s axiomem 3 nechf jsou

H P o= §7(5;:T7qk7 (4. 4. 4-2)

i
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Nej

~
A

[ =
irrelevance a vérnost datového souboru < a IZI jimi uréeny
index (4.2-4), Definujme funkeci gE:R+_* R, pro kaZdé zeR_

takto:
gg(z):= (1—HI/IZI)/2. (4.4 .4-3)

JestliZe pro kaZdé zeR, je derivace gQ(z) funkce g}()(z) neza-

porna, pak funkei g;é(z) nazveme GLOBALNI DISTRIBUGNE
FUNKCI datového souboru a jeji derivact sQ(z> GLOBALNE
HUSTOTOU. Je-1l1 pro n&které zeR_ derivace g’i(S(z) zApornéa,

fekneme, Ze globalni distribudni funkce neexistuje.
Globalni distribuéni funkei g‘p(a) a jeji hustotu g?(a) zave-—

me vztahem 1
(VacR )(gg(a):=gg(exp(a))). (4.4, b-0)

Dlhsledek 14.3; Nech%é?, @1 az éﬁ maji tentyz v¥yznam, jako ve

vét& 14 a AA:=Mﬁxl¢ml. Pak pri slabych chybach dat (&a—0)

konverguje globalni distribudni funkce k prislusné aditivni
distribudni funkeci.
Dikaz: Aditivni distribu&ni funkce (4.4.1-4) miZe byt prepséana

do tvaru (1-HI)/2, kde Hy Je irrelevance (4.1.2-4) datového
souboru. Pro malid A& se index IZI dle (4.3.1-11) blizi k jed-
né, tudiz p(z) (4.4.4-3) k p(z) (4.4.1-3) a p(a) (4.4.4-4)

k E(a) (4.4.1-4).
A
Disledek 14.4: Plati
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kde fIk a hIk Jsou vaha a irrelevance pirislufejici datu Zk a
kde index I,; Je z nich vypo8ten podle (4.2-8) a (4.1.2-4),

Disledek 14.5: Globalni distribu&ni funkece existuje, pra&vé kdyz

pro kazdé zeR+ plati

—— - Y
1+ () hp)/(F1.£7) 2 0. (b.4.4-6)
Dikaz: Index souboru je kladny, podminka (4.4.4-6) je tedy pod-

minkou neziépornosti derivace (4.4.4-5).

4. 4.5 Robustnost globalni distribudni funkce
Disledek 14.6: BudiZ Qfdatovy soubor s daty Z,,..,2y a s para-

metrem méfitka S, ktery je stejny pro vSechna data. Budiz M

pevné a 1£ M<N. Pro ka3dé ﬁ£R1 a pro ZQ:=ZkexpgﬂO (k=1,..,M)
uvaZujme datovy soubor '
—_ ' 1 ) —
%’3_(21,22, veonDhy g s Tyans - Do) - (4.5.5-1)

Oznaéme g£<Z’N’M’/3) globalni distribuéni funkei datového
souborutgg. Pak existuje Z<¢R_ tak, Ze plati

11m(gg(z,N,M,+/s)—gg(z,N,M,~/3)) = 0. (4.4.5-2)

Dikaz: Budte fIk’ hIk

Zavedme oznadeni

vérnosti a irrelevance dat Z, (k=M+1,..,N).

i N
Fy wi= > Lo /N, Hy w:= . ho /N (4.4.5-3)
LS PR N My Sy 1K

a analyzujme funkeci gg(Z,N,M,ﬂ), pro ni% dle (4.4.4-3) a (4.2
8) plati
2 2 -1/2
P2 N, D = (1-H () (FT(R)+HT(A)) )/2, (4.4.5-4)

kde FI(p) a HI(ﬂ) jsou urdeny dle (4.4.4-2), ptridem? pro k=1,

..,M plati qk=(ZQ/z)2/S a pro k=M+1,..,N qk=(Zk/z)2/S. Pro-

to plati pro k=1,..,M (4.4.5-5)

lim(fy, (P))=1im(fy, (3))=0,  lim(hy, (A2))=1, %im(hlk(ﬂ))=—’l,
f3~>oco > - 0o [3— oo > —co

takze
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El_i:ngoHI(/z)) = HN,M+ M/N, ﬁli?mfl;[(p)) = HN’M~ M/N. (4.4.5-7)
2 (4.4.5-4) tedy plyne vztah
2112§gg(z,N,M,t@)—gg(z,N,M,wﬂ)) = (4.4.5-8)

(P /Gy /W2 )TV20 (ary 7y eim))2en) ™12,

N, M

kde F iH jsou funkcemi proménné z. Analyzujme rovnici
N, M N, M
HN,M(Z) = 0. (4.4.5-9)

Za pfijatého oznadeni je hIk=(qk—1/qk)/(qk+1/qk). FPunkce HN,M

tedy pfi z probihajicim interval (0,c©) monotonné klesad od
hodnoty (N-M-1)/N k hodnot& —-(N-M-1)/N, a proto musi projit

nulou v né&jakém bod& 2 anulujicim limitu (4.4.5-2). N

Snadno se presvé&d&ime, Ze bod 2, v n&mZ se hodnota globalni 4di-
stribu&ni funkce nezm&ni ani pfi té&chto extrémnich poruchéch, je
"uvnit#" shluku dat Z, v jeho "st¥edu". To znamend, %e alespon
stfedni 8A&st glob&4lni distribu&ni funkce je zna&n& robustni, a
to nejen k jednotlivym odlehlfm datim, ale 1 k jejich shluktm.
Jak se Je3té zminime, zkuSenost ukazuje, Ze — existuje-1i - je
glob&lni distribuéni funkce robustnim odhadem dokonce i pro '"pe-—
riferni" hodnoty kvantild.

Porovnanim s v§sledky v lemmatu 16 zjisZtujeme, %e pokud jde o
robustnost k odlehlym datim a perifernim shluklmw, prekonava
glob&lni distribuédni funkce kterékoliv odhady aditivniho typu.

4.4.6 Ostatni vlastnosti globalni distribudni funkce a hustoty

Neaditivni povaha glob&alni distribu&ni funkce nedovoluje vyuzit
zndmé asymptotické statistické metody k posouzeni statistickfch
vliastnosti odhadu tohoto typu. To - spolu & pFiznivymi vlast-
nostmi pro malé vybé&ry ze zi&kladnich soubord s ridznymi pravdé-
podobnostnimi distribucemi - byl motiv k uZiti numerickgch
metod, zaméfenych k vyjasnéni otazky o konzistenci gnostickych
odhad® tohoto typu. Ty naznaduji [28], ze funkce (4.4.4-3) je
konzistentnim odhadem pro soubory s 1log-logistickym rozloZenim
pravdépodobnosti a Ze - adkoliv pro Ijiné rozdé&leni konzis-
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tentni neni - jsou asymptotické chyby malé pro t#idu rozdéleni,
jejichZ hustota nem& ostré zlomy a je unimodalni. NepouZitelnost
pro nehomogenni soubory je spjata s omezenou 'poddajnosti" funk-
¢l tohoto typu, ta vSak vede na druhé stran& k vysoké robustnos-
ti. Navic umoZnuje vyu?iti distribudnich funkcs a hustot tohoto
typu k citlivému testovani homogenity (unimodality) datov§ch
soubord.

Dalsi vyhodou globalni distribuéni funkce je to, Ze jejl vzdale-
nost od empirické distribuéni funkce zivisi na parametru mé&ritka
tak, Ze existuje netriviadlni minimum maxima této vzdalenosti. To
umoéﬁuje odhadovat parametr méfitka z podminky nejlep$8i shody
t&chto dvou funkci.

Porovnani té&chto vlastnosti glob&lni distribuéni funkce s vlast-
nostmi aditivni gnostické distribudni funkce, diskutovanymi v od-
stavei 4.4.1 a 4.4.3,ukazuje, Ze tyto dva typy gnostickych dis-
tribuénich funkci se vzajemné doplnuji. Tento z4vér je podporo-
van jak zkuSenostmi 2 aplikaci, tak i rozborem vlastnosti odhadu

parametru polohy, odvozovanych z t&chto funkeci v dalsi kapitole.

5 TEORETICKE A METODICKE ZAKLADY GNOSTICKYCH ALGORITMS

V této kapitole ukaZeme, jak lze vyuzit gnostickou teorii k pri-
pravé metod Feleni jednotlivych Gloh zpracovéani neurditych dat.

Ne jde zde o vyderpavajici prehled vSech moZnosti, nybrz pouze o
nékolik prikladd, které maji dokumentovat uZitnou hodnotu gnos-
tické teorie. Uv&déji se metody, s nimiZ jiZ byly ziskéany prak-

tické zkuSenosti.

Parametr mé&ritka vesel do nasich Gvah 3jiZz pfi formulovéni prvni-
ho axiéﬁu a provazel nas celym vykladem gnostické teorie. Uz 2z
toho lze soudit, Ze bude hr&t vyznamnou filohu ve v&{tZin& Gloh
zpracovani neurditych dat, v n&kterjch dokonce Glohu rozhoduji-
ci, jako pri testovani hypotézy o unimodalit& souboru, nebo o

po&tu shlukd v souboru, o %i¥kach intervall spolehlivosti a
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toleranénich intervald, p#i kontrole stacionarity neuréitjch
slozek dat a p¥i dalsich f{ilohach. Ma-1i byt splnén Gdel
zpracovani dat, musi mu odpovidat i zpisob stanoveni parametru
méritka. Existuje proto mnoho aspektld, které musi bjt pri
rozhodovéani o parametru mé&¥itka wvzaty v avahu., V nékterych
ulohé&ch je G8elné parametr méfitka zadat ptedem (bez prihlédnuti
ke konkrétnim datém), jako viznamnou apriorni informaci, jindy
je vhodné ho volit subjektivné s ohledem na ji% =znama date, jako
tomu je u déle wuvedené (lohy shlukové analyzy. 2 rozsihlé
problematiky parametru mé¥itka se zde zastavime jen u t#i objek-
tivnich metod vyuZivajicich teoretické v¥ysledky predchazejicich

kapitol k odhadovani parametru m&¥itka z dat,

5.1.1 Lok&alni parametr mé&¥ritka

géghgi_Dén soubor;g dat Z1""ZN’ o nichZz neptedpokladame, Ze
pat?i do homogennich podsoubord s tfmZ parametrem méFitka.
Dan bod Z. PoZaduje se takovy odhad parametru méritka, aby

platila rovnost

Je(e/p)aptess) = 3502727. (5.1.1-1)

Podminka (5.1.1-1) zaji&ftuje splnéni poZadavku, aby se stfedni
zvideni (EeJ(.)) kvantifikaéni entropie (stfedni dle miry E(Z/Z)
(4.4.1-3) parametrizované hodnotami Z a S(Z)) rovnalo prém&rnému
kvantifikaénimu zv§seni EE(.) entropie jednotlivych dat vzhleden
k ide&lni hodnoté rovné 7Z, stanovenému pro Jjednotkovy parametr
métitka.

ReSeni: Urdenim takového S(Z) (0,2), které vyhovuje rovnici

(ws(z)/2)/sin@r38(2)/2) = £, (5.1.1-2)

kde ?E je primér kvantifika&nich vah ((Zl/Z)2+(Z/Zl)2)/2 (1=
1,2,..,N). Existuje pravé jedno ¥Pefeni této Glohy.

Dikaz: Z (3.8.3-6) a (3.8-4) plyne, %e pro jednotkovy parametr

mE*itka je pramérné zviSeni entropie ?3—1, kde fJ ma u-
vedeny tvar. Je proto t¥eba dokéazat, ¥e leva strana (5.1.1-2)

se rovnéa 1+EeJ(.). Hustota pravdépodobnosti g(z)=§(z) uréené
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datem Z m& dle v&ty 11 tvar (3.9.2-8), kter§ lze po dosazeni

:=(z/Z)2 p¥epsat jako

g(z) = 4/((a"54q71/ 52,5, (5.1.1-3)
(kde pro jednoduchost neuvadime u S jeho argument Z), takze
o0 (5.1.1-4)
1+Be (2/2) = g(((Z/z)2+(Z/Z)2)/2)g(z)dz - -Q-J S - N
J : S (173 —175)2
0

Integradl na pravé strané& existuje pro viechna S 2 a je roven

%32/4sinCTS/2), coZ vede na (5.1.1-2). Pro S rostouci od nuly
k 2 funkce na levé stran& této rovnice pifi kaZdém pevném 2
ryze monotgnné roste 04 jedné k nekoneé&nu. Pravi strana na S
nezhvisi a jeji hodnota je v zavislosti na Z mezi jednitkou a
nekoneénem. Jednotkové hodnot& pravé strany odpovidd 1limitni
nulova hodnota S. V intervalu 0<S(Z)<2 +tedy existuje pravé
jedno ¥eSeni rovnice (5.1.1-2). N
Tento odhad oznadéime SL a2 nazveme LOKALNIM parametrem mé&¥itka.
Lok&lni parametr m&fitka lze tedy najit vZdy, je vSak vZdy men-
8% nez 2. Tento odhad proto neni vhodny tam, kde chceme sgilné
rozptyleny soubor interpretovat jako jeding shluk dat.

Tato metoda vyuZiva aditivni gnostickou charakteristiku f} ,

jejiz citlivost je podle lemmatu 15 rovna 2/S. U tohoto odha-
du parametru méfitka lze tedy octekavat vnit#ni robustnost. Pro
llohy, pro n&% se pozaduje vn&jsi robustnost, se osvédéila néa-
hrada f} v rovnici (5.1.1-2) prevracenou hodnotou gnostické

charakteristiky TI

5.1.2 Globadlni parametr m&iitka

zprava a zleva od hodnoty data Z. BudiZ Q(N,P) kvantil dis-
tribudni funkce Kolmogorov-Smirnovovy statistiky dobré shody
pro vybér o rozsahu N a pro pravdé&podobnost P.

(lloha: Dan homogenni datovy souboro/by s daty Z1,..,ZN a neznamim
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parametrem m&Fitka S. Pr¥edpoklada se, Ze  existuje globalni
distribudni funkce oL (4.4,4-2) souboru & . Pozaduje se tako-

vy odhad SG parametru méfritka, ktery zajistuje nejlep8i sho-
du funkce gf s empirickou distribudni funkei ve smyslu sta-

tistického testu Kolmogorova-Smirnova.
e

SG = arggin(mix(max(lgg(S,Zl)—F(Zl)_l,|g£(S,Zl)~F(Zl

Motivace: Vyraz mex(.) vypoditéva Kolmogorov-Smirnovovu statis-
tiku dobré shoéy empirické a teoretické distribudni funkce;
tou je zde gnostick&d globélni distribudni funkce. Je znamo,
Ze tato statistika je pouZitelnad bez predpokladd o typu dis-
tribuéni funkce, proto m& dobr§y smysl i v uvaZovaném pripadé,
pokud gQ existuje. Extremalizuje se v3ak nehladk&éd funkce a
zatim neni k dispozici matematicky dukaz existence a jedno-
znaénosti reSeni. Lze poukézat pouze na dobré zkuSenosti s
numerickym rFeSenim, které zatim nevzbudily pochyby o pouZi-
telnosti tohoto postupu pro jakékoliv soubory, pFifemz otaz-
ku, zda pro dany soubor miZe byt g£ interpretovana jako dis-
tribuéni funkce, lze zkoumat dodatedné, analyzou jJejiho pri-
béhu a pribé&hu jeji derivace. Apriorni predpoklad o homogeni-
t& souboru lze proto Uéinné& testovat, jak uvidime.

Odhad S; nazveme GLOBAINIM parametrem m&#itka.

V odst. 4.4.5 jsme vidéli, Ze globalni distribudni funkce je
robustni k odlehlym datim i k perifernim shlukium dat. To se pro-
mita i do znaéné robustinosti odhadu SG. Pokud potvrdi test homo-
genity pouZitelnost globAlni distribuéni funkce s timto paramet-
rem m&fitka, je tato funkce Gfinngm prostredkem pro FeSeni ob-
tiZnych (loh zpracovéni malych a silné rozptylenych datovych
soubord. Osv&déila se i pro spolehlivé odhadovéani pravdépodob-
nosti pro extrémné nizké a extrémné& vysoké kvantily, jako v Qlo-
hach v§bérové kontroly jakosti, v anal§yzéch spolehlivosti apod.
Lze tedy shrnout, %Ze tam, kde ma SG spolu s £ (nebo gE) dob-
ry smysl, pPedstavuje SG referendni, pro mmnohé& {lohy optimalni

hodnotu parametru méritka.
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5.1.3 Univerz&lni parametr m&ritka

0loha: Dan datovy soubor & s daty Zyye-yZy a s jedinym para-
metrem méfitka S(N). PoZaduje se takovy odhad SU(N) parametru
S(N), aby gnostickd aditivni distribuéni funkce g(a) vyhové-
la Kolmogorov-Smirnovovu testu dobré shody, pravé kdyz se

vyznamnost rovnd Po

Re3eni: Budiz Q(N,P0)<1/2 kvantil testu dobrl shody. Pozadova-

ny odhad parametru méFitka je d&n vztanem (5.1.3-1)
SU=a§g(ma§(|§(S,Zl)—F(Zl)’|,|g(S,Zl)~F(Zl)+I) = Q(N,PO)),
Xde F je empirickxi distribuini funkce jako v def.24. ReSeni

existuje vZdy. Je-1li datovy soubor & N-tici pozorovani neza-
vislych ndhodnych velidin s tymZ rozdé&lenim P(loglz)), ije
funkce g(N,SU,log(z)) asymptoticky nestrannym odhadem této
distribuéni funkce.

Dikaz: Ze (4.4.1-1) a (4.4,1-3) je patrné, Ze pri S—0 konvergu-

je funkce g(z) k schodovité funkci, shodné s empirickou dis-—

tribudni funkci, kdeZto pfi S—=<ose stava konstantou rovnou
jedné poloving&, a to pro jakykoliv neprazdn§y datovy soubor.
Je spojitou funkeci S, proto YeZeni rovnice (5.1.3-1) existuje
pro viechna N,PO, pro néz Q(N,PO)<1/2. Spln&ni testovaci pod-

minky je YreSenim rovnice zajisténo, avsSak sniZenim PO pfi da-
ném N se Q sniZi a funkce p testu nevyhovi. Plati-1li zminéné

statistické predpoklady, plyne z disledku 11.3 b) asymptotic-
k& nestrannost, nebot s neomezend rostoucim N se bude sniZo-
vat Q(N,PO) k nule, takZe feSeni Sy rovnice (5.1.3-1) vyhovi

podmince (&4.4,2-5).
Odhad Sy nazveme UNIVERZALNIM parametrem m&¥itka.

A

Uvedené zplsoby odhadovani parametru m&fitka nevyderpavaji slo-
Zitou problematiku tohoto parametru. Byly uvedeny proto, Ze se

ji%Z osve&d&ily v PFadé aplikaci: algoritmus pro S jJje rychly a je
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vhodn§y pro filtry, monitory a identifik&tory, které pracuji v
re&alném Ease procesi. Pro z&vaZni rogzhodnuti podporovank analgy-—

zou malych homogennich datov§ch soubord se pouZivéa SGL Pro zkou-

mani nehomogennich datov§ch soubord s jedinym parametrem m&ritka
se uplatnuje SU' a maji-1i jednotlivé podsoubory riézné parametry

méfitka, pouZije se pro kaidy z nich SL'
Vzhledem k vyznamu parametru mé¥itka lze v této oblasti oéekavat
dalsi v§voj.

Definice 25: Budiiegi datovy soubor dat Z1,.L,ZN vytvo¥eny z ne-—

znamého po&tu (L >1) homogennich soubort majicich shodny pa-—
rametr m&¥itka S. Budte H+ a H_ hypotézy:

H+: Datovy soubor¢%% je homogenni, L=1.

H : Datovy soubochi neni homogenni, L 1.

Rekneme, %e HYPOTEZA H+(N,P0) SE 2AM{TA s v¢yznamosti P,

jestli%e pro datovy souborégl a 1=1,..,N plati (5. 513

max(max( |p(s,¥,2))-F(2))_, Ip(s,¥,2))-F(z) D)2 a(w, ),

(kde Q(N,Po) je kvantil Kolmogorov—-Smirnovova testu dobré
shody), pridem% existuje jediné ¥e¥eni Z rovnice
d — —
_d_-Z—(g(S’N’Z)) Z=Z_ 00 (5-2 2)

K této definici poznamene jme, Ze zde jde o gnosticky a nikoliv
statisticky test homogenity a Ze u readlnych datovych soubortl ne-
lze vysledek tohoto testu absolutizovat.

(loha: D&n soubor & rozsahu N. Dana viznamost P _. PoZaduje se

test hypotézy H+.

minky (5.2-1) pro S=SU. Tento odhad parametru S dosadime do

(5.2-2) a rovnici ¥e%ime. Pokud neni Z jedinym koifenem rovnice
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v intervalu (0,°), zamita se hypotéza H, a pfijiméa H_.

5.3 Gnosticka shlukovi anal¥$za

odhad pod&tu separovatelnych homogennich podsoubord (shlukd’
dat) a odhady jejich parametrd polohy a m&Fitka.

Regeni: Jako prvni pribliZeni k hodnotam parametrt méritka se
uréi Sy z (5.1.3-1). Pro ten se najdou polohy maxim 7 husto-
ty g(z); ty se p¥ijmou za odhady parametrid polohy shluki a je-
jich polet za odhad L poldtu separovatelnych shlukid. Pro il’
1=1,..,L, se uréi lokalni parametry méfritka SL(il) jednotli-
vich shlukd, Uréi se polohy &1, 1=1,..,L-1, 1lok&lnich minim

hustoty g(z) a piijmou se za odhady mezi intervalld - nosigd
jednotlivych shlukd pro roz&€lené&ni souboru na L samostatnjch
souborid. Ty se dale analyzuji jako homogenni soubory, nebo se
podrobuji dalsi shlukové analyze.

lloha: D&an soubor & dat Z y o032y, v§sledkd pozorovani nebo mé&-
==023: 1 N

Yeni neurditych jevdl. PoZaduje se odhad moZnosti vyskytu
(OCEKAVANOST) dalZich jevh tého% typu, jimZz by odpovidala
data o hodnot& z intervalu (0,2), jakoZz i odhad hustoty dat v
bodé 7.

ReZeni: Provede se v nasledujicich kroeich:

1) 0dhad S. dle 5.1.2.

G

2) 0dhad S, dle 5.1.3.

U
3) Test homogenity dle 5.2.
4) V ptipade H, vypoZitat odekavanost dosazenim S5=5, a z=Z do

(4.4.4-3) a hustotu stejnym dosazenim do (4.4.4-5), tj. u-
Zitim globalni gnostické distribu&ni funkce.
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5) V pripad& H_ u2it aditivni gnostickou distribu®ni funkei:
a) provést shlukovou analfyzu dle e o
b) pro viechna l=1,..,f odhadnout SL(z ¥
¢) pro vBechna n=1,..,N vypositat po dosazeni z-= Z, 6 a S(n)=
5.(Z,) pFispévky jednotlivfch dat p_ dle (4.4. fend aa,
Ze parametr méfitka SL(ZI) se poufije pro viechna data

z l-tého shluku, tj. z intervalu mezi piisludnymi mini-
my ¢ hustoty dat,

d) vypo&itat odekavanost dle (4.4.1-3) a hustotu dle (4.4.
1-7).

2.5 Odhadovini pravdépodobnostnich distribuci a hustot

EEEEE: Hechfﬁﬁ,..,dﬁ znall systém nezavislych, stejn& rozdéle-
nych ndhodnfych veli&in s pozorovanymi hodnotami Aq,..,ﬂﬂ as

distribu¥ni funkci G(a) a hustotou g(a). Nechf & znasi dato-
vy soubor vytvofen$y z hodnot ZHEExp(An), n=1,..,N. PoZaduje

se odhad hodnot G(A) a g(A) pro dané re&lné A.

e

distribudni funkce datového souboru <& dle 5.4, t3. gf(exp(h)}

pfi H_,&1 p(exp(A)) pPi H_. Hustotu g(A) odhadnout jako pFi-

sluSnou hustotu dat, tj. jako Ep(h} pri H_, nebo 2(&) pri H_

5.6 Odhadovéni kvantil@ distribuénich funkei

Uloha: Dan datovy soubor & dat Z,,..,%y, kters a) nemaji, nebo

b) maji statistickou interpretaci jako v Giloze 5.5. PoZaduje
se odhad takového kvantilu Z, pfipadné kvantilu A=log(Z), ze
ofekhvanost (v pPipad® a)) nebo pravdé&podobnost (v pFipadé
b)) pro z>% (p#ip. a>A) bude rovna zadané hodnot& Pe(0,1).
eseni: Necht G(z) zna&i odhad hodnoty distribu&ni funkce po-

fizeny dle 5.4 (pfipad a)) nebo 5.5 (pfipad b)). Pozadovany
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kvantil Z se najde jako PeSeni rovnice
G(z) = P. (5.6-1)
Reseni existuje vzdy.

Dikaz: Vgsledkem 5.5, ktery existuje v%dy, je jedina distribui-

ni funkce G(z), definovana pro ka?dé z daty a nalezenymi pa-
rametry méritka. Tato funkce je na celém R+ monotonni a spo-

Jjitéd a roste zde od nuly k jedné. Pro kaZdé P 2z intervalu

(0,1) mé& tedy rovnice (5.6-1) alespon jedno FeZeni.
A

e o et e e e e e e e e . e e Bl . e i, At . e e e e M e e e e e &

V gnostické teorii je parametr polohy charakteristikou umisténi
datového souboru vzhledem k nosié&i dat, nikoliv parametrem néja-
kého teoretického modelu (nap¥. distribu&ni funkce urditého ty-
pu). Jako ka?da bodova charakteristika 'reprezentuje'" parametr
polohy jen dil&i vlastnosti souboru. Proto jich 1lze definovat
mnoho, ale jJe nutné prfi jejich uZivani vidy mit v patrnosti, v
jakém smyslu parametr polohy data charakterizuje. V dal%im bude-

me pod parametry polohy datového souborucgi rozumét idealni hod~

noty Zol’ 1=1,..,L, jeho jednotliv§ch podsoubord.

5.7.1 Robustni odhadovéani medianu

loha: Dan datov§ soubor é? . Pozaduje se odhad medié&nu distri-

X
buéni funkce datového souboru, tj. takové 2 ze odekavanost

M
(&1 pravdé&podobnost) toho, Ze dalsi data téZe povahy padnou

do intervalu (O,%], je stejna jako pro interval [%,*3).
ReSeni: Medi4n se odhadne dle 5.6 jako kvantil pro P=1/2.

hodnotami Zol,l=1,..,L. Znalost po&tu L homogennich podsoubo-
r& se nepredpoklada. Necht maji vSechny podsoubory tentyz

parametr méPitka S. Pro kaZdé MeR1, zeR,_ a pro n=1,..,N budiz
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=2, /)5, £ (2):=2/(q +1/q,),  (5.7.2-1)
N M
wM(z):= 2 fn(z) (qn—1/qn). (5.7.2-2)
N M1
v (2)i= S 1, (2) (5.7.2-3)
n=1

GNOSTICKYHM m—ODHADEN PARAMETRU POLOHY datového souborchi
nazveme kladné a koneéné reSeni E rovnice

w (1) = 0, (5.7.2-4)
jestliZe
A) plati M=1,
B) plati M<1 a

% D%

je polohou ostrého minima funkce VM(Z),
C) plati M>1 a Z je polohou ostrého maxima funkce VM(Z).
Budiz C=dJ,I. C—SYMETRICKYM nazveme datovy soubor, pro jehoZ
ekvivalent urdeny dle (4.2-2) plati

hye = 0, (5.7.2-5)
kde hZC je irrelevance (4.2-3). C-ROZPTYLEM datového souboru

nazveme Jjeho gnostickou charakteristiku hg.

nasledujici vlastnosti:

a) Pri M=-1 minimalizuje scudet &tvercl kvantifikaénich vah
jednotlivych dat souboru, absolutni hodnotu soudtu vy-
datnosti zfidel poli jejich kvantifikadnich zmén informace
a J-rozptyl datovéhe socuboru. Ke kaZdému souboru existulje

pfi M=-1 pravé jJeden m-odhad parametru polohy rovny

A AT | (5.7.2-6)

b) P¥i M=0 minimalizuje kvantifikadni vahu souboru a soudet
kvantifikadnich pFirdstkd entropie jeho dat. Zajistuje
J-symetrii souboru a anuluje kvantifikaé&éni ztratu informa-
ce jeho ekvivalentu. Ke kaZdému souboru existuje p¥Fi M=0

pravé jeden m—-odhad parametru polohy rovny

4/s T2 Do
i - ———V&zk27s>/<z;27s>, ; (5.7.2-7)

c) P¥i M=1 zajiStuje I-symetrii datového souboru a anulovéni
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estima&ni zmény informace jeho ekvivalentu. Maximalizuje
soudet estimadnich vratnych zmén informace dat souboru a
geometricky primér jejich vérnosti.

d) Pfi M=2 maximalizuje estimaini vahu souboru a soudet po-
klesd entropie v estimaénich fazich ide&lnich gnostickych
cykld dat souboru.

e) Pri M=3 maximalizuvje soulet &tvercd vérnosti dat, lokalni
aditivni gnostickou hustotu datového souboru, absolutni
hodnotu soudtu vydatnosti zfidel poli estimaénich zmé&n in-
formace vSech dat souboru a minimalizuje jeho I-rozptyl.

Dikaz: Pfi M#1 se derivovanim aditivni gnostické charakteristi-
ky VM(Z) podle z pfesvédéime, %e podminka (5.7.2-4) je nutnou

podminkou toho, Ze pfi z=Z2 ma& tato charakteristika extrém. 2

(5.7.2-1) je patrné, Ze pro M=—1 a M=0 je to podminka minima-

lizace a pro M=2 a M=3 maximalizace. Dosazenim M=1 do (5.7.2-

4) a porovnanim s (3.8-5) pro C=I zjistime, Z%e v tomto p*ipa-

d& je podminka (5.7.2-4) totozZn& s podminkou anulovani esti-

ma&ni irrelevance (4.1.2-5). Funkce f(z) podle (5.7.2-1) je

vérnost (estima&ni véaha) fy (3.8~4), kvantifikaéni vaha £y Je

dle (3.8-4) rovna 1/f;. Vydatnost z#idla pole zm&n informace
se dle (3.9.1-5) a (3.9.1-9) rovna -4f3. Proto se p¥i H=-1

minimalizuje a pPi M=3 maximalizuje absolutni hodnota jejich
soudtld, jak uvadi a) a e). Ptritom je C-rozptyl souboru podile
definic 26 a 16 roven 1+02f§, je tedy v pripads a) i b) mi-
nimalizovan. Vyrazy (5.7.2-6) a (5.7.2-7) jsou pFepisy vyrazu
(5.7.2-4) pro M=-1 a M=0. Jednoznadnost FeSeni uvadéna v a)
a b) je tak zfejma.

Zm&na entropie je dana dle (3.8.3-6) vyrazem fC—1. Proto je

souc¢et prirdstkd entropie minimalizovan v pripadé& b) a soudet
poklesd v pripadé d) maximalizovan.

Formalni Gpravou vztahu (5.7.2-4) p¥i M=0 se presv&diime, Ze
v tomto p¥ipad& plati i podminka J-symetrie (5.7.2-5), jak je
uvedeno v b). Ji%¥ zmin&ni& nulovost irrelevance souboru v pri-
pad& c) zajistuje diky (4.2-15) pro tento pr¥ipad I-symetrii
souboru. Jak v piipad& b), tak i ¢) je tedy irrelevance ekvi-

valentu souboru nulova, proto je dle (3.9.1-12) v obou pripa-
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dech nulovad 1 zména informace jak pro kvantifikaéni, tak i
pro estimadéni ekvivalent souboru.
Primym v§poltem lze zjistit, Ze plati

(Rfp= 0) «= (33(ToeTI7)) = 0. (5.7.2-8)

Logaritmus vérnosti lze v3ak porovnénim virazu (3.9.1-14) s
3.9.1-15) identifikovat jako vratnou ¢ast zmé&n informace v
ide&lnim gneostickém cyklu. Podminka I-symetrie je proto exvi-~
valentnl s podminkou maximalizace geometrického pruméru vér-
nosti i1 aritmetického primé&ru estimadnich vratnych zmén 1in-
formace, jak je uvedeno v c).
Haximalizace prim&rfh &tverct vérnosti (bod e)) je maximaliza-—
ci aditivni hustoty dat podle {(4.4.1-6) i (4.4.1-7). N
Na rozdil od pripadl M=-1 a =0 tefeni rovnice (5.7.2-4) p¥i MN>0
nemusi b¥t Jjednoznatné. KaZdé z FeSeni pak charakterizuje polohu
nékterého ze separovatelnych shluka.
Ji% v odst. 4.3.2 jsme se zminovali, Ze tam analyzované gnostic-
ké charakteristiky maji vécnou interpretaci. Véta 15 konkretizu-
je smysl této pozn&mky a ukazuje, Ze z nich odvozené gnostické
m-odhady zajistuji extremalizaci funkci spjatych bud s en-
tropii, nebo s informaci, pridemZ tyto pojmy zde maji smysl i

pro melé datové soubory a bez statistickych predpokladid.

5.7.3 Robustnost gnostickych m—odhadi

V tomto odstavci predpokladame, Ze datovy soubor ma jedin¥y pevnd

parametr méfitka S.

Disledek 15.1: Budiz Z gnosticky m—-odhad parametru polohy dato-
vého souboru Qf’ M>1., Pak datovy soubor &' ziskany roziifenim
souboru;F)o dalsi data Z' rovna E ma téZ parametr polohy %.

Dikaz: Jak je zFejmé z (5.7.2-3), k rovnici (5.7.2~-4) se Efi

rozgifeni souboru pridé funkce majici nulovou hodnotu v z=Z,

A
Gnostické m-odhady parametru polohy se tedy nemé&ni pifidéanim

"kvalitnich" dat. HNas nyni zajimi vliv extrémné "nekvalitnich”
dat 2', tj. dat znaZné& odlehlfch od né&jakého zédkladniho shluku.

Nejprve si poviimneme toho, Ze pPfi M»1 je rovnice (5.7.2-4)



- 110 -

splnéna timteZ E nejen v netrividlnich pfipadech uvazZovan§ch
vétou 15 (tj. kdy jsou FeSeni striktn& kladna a koneén&), ale i
v limitnich pripadech roz§ifeného souboru ' pfi Z'—0 a Z'-» oo,
nebot diky vlastnostem vé&rnosti f konverguje v obou p¥ipadech

pridany s&itanec v rovnici (5.7.2-4) k nule.

Disledek 15.2: Budiz <& datovy soubor s daty 2, ,k=1,..K 2 Z jeho

gnosticky m-odhad parametru polohy. Pak plati
min(ZP)ﬁ éf&max(Z]). (5.7.3-1)
v oo DI
Ditkez: Kdyby neplatily nerovnosti (5.7.3-1), byly by s&itance v

(5.7.2-4) bud vsechny kladné, nebo vSechny zaporné a 2 by ne-

bylo fFeSenim této rovnice. A

Diisledek 15.3: Budte <& datovy soubor s daty Z, a% ZN,/3€R1,.33€'
datovy soubor s daty Z,,.. ZN,ZN+1exp(ﬂ0. Budié 7 gnosticky
m-odhad parametru polohy datového souboru L pro M>1,

Pak plati, Ze p*i /3! —oco konverguje alespon jeden gnosticky
m—odhad ﬁ' parametru polohy datového souboru &Lk E.
Dikaz: Dle predpokladu plati, Ze pri datech Z, aZ Zy ma funkce

M(z) (5.7.2-3) v bodé& z= E ostré maximum. Proto lze najit ta-
kové 0<e<§ Ze pro vSechna kladnd ¢<e plati

a = ace) = min(vy(D=v (b-6) v (D v, (Zre))>0.  (5.7.3-2)

2/S_

Oznaéme pridané datum Z‘:ZN+1exp(ﬁ) a q'=(2"/2) Pak plati

s (2)=(2/(q +1/a' N (279 )T (2(z/Z')2/S)M_1, takze 1ze

snadno najit takove ﬁo>0, Ze pro vsechna/ey% Z E<z<ZT£ je

M 1

fyaq (2)<(2(2/2 y2/ 5 yli-1

N+1 exp(-2(M-1)3/S))<d/2. (5.7.3-3)

Ozna&me VI(Z> funk01 (5.7.2- 3) pro souboré?' Pak pro kazdé
PB>fs e vM(Z)~vM(Z E)>O i v{(Z)—vM(Z+£)>O takZe funkce vj(z)
m& ostré maximum v ndjakém bods g é(Z £, §+£) Pri e—0 tedy
X konverguje k 7. Funkce vﬁ(z) je vBude hladkéa, proto funkce
M(z) rozﬁireneho souboru &K' je prvni derivaci funkce v (z) a
v bode Z' proché&azi nulou. Proto je Z' gnostickim m- odhadem
parametru polohy souboru X'.

Pri Z2'—=0 Qﬂ——-—aé je diky symetrii funkci situace obdobna.
A
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P¥i M>1 ma& tedy gnosticky m-odhad, interpretovany jako funkce
£'(2') pri fixovanych S a 2,,..,2, pozoruhodny pribsh. Pri 2'=%
je parametr polohy %' rozSiteného souboru totoZny s parametrem %
plivodniho souboru a pfi extrémné malych hodnotach pfidaného data
Z2' se k nému limitn& bliZi zdola, pfi extrémné velkych hodnotéch
shora. To své&déi o znadné robustnosti tdchto odhadld vzhledem k
odlehlym dattim. Z (5.7.3-3) je patrné, Ze stupen robustnosti je

Tt

)
z&visly na volbé I & na parametru mélitika S.
%
Piriklad funkce Z'(Z') je uveden na obr.4.

Kfivka ra obr.4 byla vypo&tena pro konkrétni data =z provozu
tranzitniho plynoveodu (tlaky plynu na vstupu kompresorové stani-
ce): 8.95, 9.44, 9.30, 9.36, 9.30, 9.58, 9.44, 10.14, 9.09. Pa-
rametr méfitka SG byl odhadnut jakeo 0.0588, homogenita Gspé&sné
otestovana podle 5.2. Uvedeny soubor dat byl doplnovan o desatou
hodnotu Z2', ta byla postupné& ménéna a pro kaZdou byl vypolten
parametr polohy E'(Z') feSenim rovnice (5.7.2-4) pro.M=3. V pro-
stfedni ¢asti mezi body ZL a ZU roste parametr polohy prakticky
linedrn& s rUustem pridavaného data Z', +tento interval nazvemne
intervalem TYPICKYCH dat. Vné& tohoto intervalu reaguje parametr

polohy na zvySovani 7' opadné, mezi hodnotami Z' a souborem de-
viti pevn¥ch dat je rozpor. V souladu s disledkem 15.1 hodnota
Z' rovnajici se parametru polohy plvodni devitky dat rnemé&ni tuto
hodnotu, a - jako v disledku 15.3 — extrémni hodnoty Z' rovnéiz
neovlivnuji phvodni parametr polohy. Vysoki robustnost odhadu k
odlehl¥m pozorovanim je patrni i z toho, jak Gzky je interval
moznych zmé&n parametru polohy Z0G, interval od Z0L do Z0OU, kzer?

nazveme TOLERANCNIHM intervalem parametru polohy.

5.7.4 Statistické vlastnosti gnostick$eh M—odhadi

MoZnost statistické interpretace nékterych gnostickych odhadi
parametru polohy uvedenych v odst. 5.7.2 byla studovéana v [29] a
[301. V soudasné dobé je jiz ztejmé [31], Ye vhodnou transforma-
ci lze rovnici (5.7.2-4) pro viSech p&t typd gnostickych odhadi
parametru polohy pfevést na tvar, znamy z teorie statistickych
robustnich m-odhadt [24] . Lze-1i zd@vodn&ng prijmout vhodny sta-

tisticky model dat, pak plati i pro gnostické m—odhady vé&ty o
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asymptotickych vlastnostech odhadid +této t¥idy. Pro posounzeni
toho, nakolik se osv&ddi specifické vlastnosti gnostickfch
odhadd v neasymptotick§¥ch situacich, jsou niZe shrnuty vysledky
simulaéni studie [32]. Je tFeba poznamenat, Ze 2za podminky sla-
bych chyb dat konverguji vSechny gnostické m-odhady k aritmetic-

kému praméru dat:

E3
Lemma 17: UvaZujme oznafeni dle lemmatu 14. BudiZ 2 gnosticky

m—odhad parametru polohy dle definice 26 pro M€R1. Pak plati

-7+ 0. (5.7.4=1)

Dikaz: Taylorovym rozkladem &lent rovnice (5.7.2-4),

A

v& podle v&ty 15.e v urdeni vEech kladnych a konedngch ¥eSeni
rovnice (5.7.2-4) pro M=3 a v ové&¥eni podminky maximalizace.

Uloha: Dan datov§ soubor dle definice 26. Pro dany parametr
m&Fitka S a danou robustnost odhadu (pro dané M) se poZaduje
odhad parametru (p#ip. parametrd) polohy.

ReSeni: Iteracemi startujicimi od hodnoty min(Z,) se najde
poloha maxima funkce (5.7.2-3) pro dané& M. Postup se opakuje
s polatelni iteraci od nejvé&t8iho data souboru. Shoduji-1li se
nalezené polohy, je parametr polohy jediny a vypolet konéi,
jinak se startuji dalsi iterace 2z intervalu mezi jiz

nalezenymi polohami krajnich shlukd dat.

5.7.6 Globalni parametr polohy

Definice 27: Dan homogenni datov§ soubor & s daty Z1,.L,ZN a pa-
rametrem m&ritka S. Necht existuje glob&lni hustota dat
gQ(z) (4.4.4-3) a je wunimod&alni. GLOBALNIM parametrem
polohy souboru & nazveme polohu maxima této funkce.

lloha: Dan datov§ soubor & s daty ZyyeorZlye Za pfedpokladu, Ze

existuje globalni distribuéni funkce souboru\ggnajit glob&lni
parametr polohy tohoto souboru. '
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ReSeni: Otestovat homogenitu souboru Z podle 5.2. V pfipadé&
zamitnuti hypotézy H+ glob&dlni parametr polohy neexistuje,
jinak se uréi jako poloha maxima funkce g% pro S=SG.

lohu tohoto typu se zatim nepodat¥ilo pFifadit k n&jaké t#idé
statistickych Qlohya proto nejsou znamy asymptotické vlastnosti
globAlnich odhadd parametru polohy. JiZ zminénad znadnid robust-
nost glob&lni distribudni funkce k perifernim datim motivovala
snahu ovéfit viastnosti t&chto odhadd alespoﬁ v npmerickych stu-—
diich. Vysledky ovéfovani na re&ln¥ych datech [33] i ne simulo-
vanych datech [321 budou komentovany niZe.

Podle dfisledku 14.3 se p¥i slabych chybach dat globidlni distri-
buéni funkce pPFestavid 115it od aditivni. Proto se za této pod-
minky globadlni parametr polohy sbliZuje s gnostickimi m—odhady
parametru polohy a spolu s nimi s primérem dat podle lemmatu 16.
Pro slabé rozpt¥ylené soubory maji proto v3echny gnostické odhady

parametru polohy obdobné vlastnosti:'jako aritmetick§ primér.

5.7.7 O0dhadovani intervalu typick§ch hodnot dat

glghéi Dan datovy soubor dle definice 26, parametr méfritka S a
stupen robustnosti M>%1. Oznadme Z0 gnosticky m-odhad paramet-—
ru polohy datového souboru 2, odhadnuty pfi tomtéz .
PoZaduje se odhad spodni (ZL) a horni (ZU) meze intervalu
typickych hodnot dat (viz obr.4 a zavér odst. 5.7.3).
ReSeni: Vypottem
R = (' 2/ uo)V2yS2) (5.7.7-1)
2L = Z0O/R, Z2U = ZOxR. (5.7.7-2)

Motivace: Budte Z1""ZN pevna data souboru £ . RozZifme soubor

£ na 2! pfridanim data o hodnoté z. Aby byl Z0 odhadem uve-
deného typu, musi b¥t wM(ZO)=O jako v (5.7.2=3). Proto je Z0

funkci pridaného data (z). Podle pravidla o derivovani impli-

citni funkce Jje

W oW
d M M
EE(ZO) = - (EE_)/CEZG)’ (5.7.7-3)
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takZe nutnou podminkou extrému funkce Z0(2z) je anulovani de-

rivace v &itateli pravé strany. 2 (5.7.2-1) derivovanim a
lipravou plyne, Ze musi platit

£2(2/20) = (M—1)/M, (5.7.7-4)
co? je kvadratick& rovnice pro (z/ZO)z/S, jejimZ ¥*eZenim jsou

virazy (5.7.7-2).

Je-1li tedy jiZ 2znam odhad Z0, lze najit obé meze intervalu ty-
pickych hodnot dat pfimym vypodtem. Pomdr obou mezi (''relativni
§ife" intervalu) z&visi jen na volb& M a na parametru mé&fitka. Z
hodnot M>1 &asto davame pFrednost M=3, protoZe z pé&ti hodnot to-
hoto parametru teoreticky interpretovatelnych vétou 15 zajigtu-

je nejvys$gil vnéjsi robustnost a navic dava odhady ©poloh, které
se shoduji s maximy aditivni hustoty dat, coZ usnadnuje analyzu
dat. Pak je pomér mezi intervalu typickych heodnot dat uréen jen

parametrem méfitka.

5.7.8 0dhady mezi tolerandniho intervalu parametru polohy

Uloha: Dan datovy soubor & dle definice 26, jeho parametr m&-
Fitka 5, M>1 a 720, gnosticky m—odhad parametru polohy.
PoZaduje se odhad mnezi Z0L a Z0U +tolerandniho intervalu
parametru polohy‘ZO (viz z&vér odst. 5.7.3 a obr.4),
bor & na 2 pridanim data ZL. Najit gnosticky m-odhad para-
metru polohy souboru<sl' nejbliZsi k Z0 zleva! ten pfijmout za
Z0L. Rozgirit datov§ soubor & na 2N pfidanim data ZU a uréit
Z0U jako gnosticky m-odhad parametru polohy souboru &'" nej-
bliz&1 k Z0 zprava,.

K iloh&m 5.7.7 a 5.7.8 je treba dodat, Ze u nehomogennich dato-
vich soubord s blizkjmi maximy hustot dat se miZ%e stiat, Ze se
¢asteéné prekryji intervaly typick¥ch dat, patfici k sousednim
loké&lnim maxim@m. V takov§ch pfipadech se nepodari urdit "vnitir-—
ni" meze intervald. Tyto pfipady interpretujeme jako sniZenou
rozlisitelnost jednotliv{ch shlukd dat. PFekryvani zmin&nfeh in-
tervald rdznych datovych souborll 1ze vHhodné vyuZit k TeSeni
nasledujici Glohy.



5.7.9

(loha:

1)
2)
3)
4)

5)

6)
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Robustni testovéani shody a odli3nosti malych souborld dat

Dany dva datové souborylépaéy'. PoZaduje se klasifikace

Gnostick& shlukovi analgyza dle 5.3.

Ur&eni m-odhadd parametrd polohy dle 5.7.5 pro M>1.

Odhadovani mezi intervalu typickych hodnot dat dle 5.7.7

pro vsSechny parametry polohy.

Odhadovani mezi toleranénich intervalld vSech parametrd po-

lohy dle 5.7.8.

Vyhodnoceni stupné shody jednotlivy§ch shiukﬁ obsafenfych v

obou souborech porovninim intervald vymezenych &Etvelicemi

2L, 20L, ZoU, 2U0 s &tveiicemi ZL', 20L', 20U', ZU':

A) Jeden z tolerandnich intervald (Z0L,20U), (20L',Z20U"')
je podintervalem druhého.

B) Castedné prekryti tolerandnich intervaldt.

C) Toleran&ni intervaly disjunktni, Zastedné prekryti{ in-—
tervald (ZL,2U) a (ZL',2U0') typickych dat.

D) Intervaly typickych dat (ZL,ZU) a (ZL',ZU') disjunktni.

Odhady distribu&nich funkci obou datovych soubord dle 5.4,

" pfipadné 5.5 a zhodnoceni od&eké&vanosti, p#ip. pravdépodob-

Ze zpu
bory 4

nosti jevld patiicich do jednotliv¥ch prdnikd a sjednoceni
intervald urdenych podle pfedchazejiciho bodu.
sobu ur&eni hodnot Z0L a 20U vyplyva, Ze stupen shody sou-

le bodu B) lze interpretovat jako existenci takového jedi-

ného data (vzatého z pridniku toleran&nich intervalld), které pri-

danim

sluéné

dat

kX souborim & i & zpUsobd splynuti parametrd polohy p#i-
ho shluku dat.

Dany dva homogenni datové soubory¢3?a 2 s tymz poétem
N a s tymZ parametrem m&¥Fitka S, vytvorené z f(sekd dvou

synchronizovanych &asov§ych ¥ad. Zad&n typ robustnosti (vn&jisi

/vnit¥ni) a jeji stupen, tj. dano M.

PoZ

ent

aduje se robustni odhad gnostického kovarian&niho koefici-
u pro zpoZdé&ni K.
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ReSeni: Provede se po otestovani homogenity obou soubord a po
sk
cdhadnuti jejich parametrd polohy f a Z' dosagenim do vzorce

pro cov(N,K) (4.3.1-2) s irrelevancemi jako v lemmatu 15 pro
2
q,:= (2/D%5 -1,

pridemZ vnéjsi robustnost se zajisti volbou C=I, vnitrni C=dJ.
Z lemmatu 14 a vzorce (4.3.1-10) je patrné, Ze tento odhad p#Fi
slabfch chybAdch splyne s v¥bérovym odhadem druhé&ho smiSeného mao-
mentu standardizovan$ch chyb dat. Z lemmatu 15 vime, Ze covy mé
citlivost 0 (vnéjsi robustnost) a cov ; citlivost 2/5 (vnit#¥ni

robustnost).

5.9.1 Gnostick&é formulace a PeSeni identifikafniho problému

lloha: Dano:

MXHH-+ R1 znamého typu,

F(e,x)=y, (5.9.1-1)
parametrizovand M-tici nezn&mych parametri Cpyre-1Cy H1 ve tva-

a) Diferencovatelna funkce F: R

ru sloupcového vektoru c¢. Sloupcovy vektor x je d&an M-tici
nezavislych promé&nnjch Xyyees Xy, skal&r y znaéi zavislou pro-
ménnou. Funkce F je tedy modelem systému, jehoZ vstupem Je x

a vistupem y.

b) Rada N pozorovanych hodnot vstupu i v¥stupu, g',yé (n=1 az
n

N). Jak vstupni, tak i vystupni pozorovani mohou byt znehodno-—
na chybami nezné&mé povahy. Neni dadn matematicky model téch-
to poruch, vime jen, #e k hodnotam vstupnich i v§stupnich
proménnych pfispivaji aditivnim zphsobem.

¢) Gnosticky parametr m&Fitka SeR_ .

d) Pozadavek zhodnotit jednotlivé chyby modelu na =zakladé&
gnostické teorie, tj. pro

q(g',z;,yg) =aq, = exp<2<y;—F<g',§;))/s) (5.9.1-2)

pPfijmout za chybu hodnotu estimaéni irrelevance

h = (1/q, —q )/ {1/q +a ). (5.9.1-3)
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Tato funkce hodnoti chybu aproximace pozorovaného vystupu y'

¢islem y=F(c',x'), urédenym dosazenim odhadu ¢' za neznamy vek-—
tor ¢ya pozorovaného vstupniho vektoru x' misto neznamého
skutetného vstupniho vektoru x.

e) Pozadavek, aby se celkovid shoda modelu s daty posuzovala
dle soudtu hodnot gnostické kriteri&alni funkce
k: (=1,1) — R_, (5.9.1-4)

hodnotici vliv jednotliviych aproximadnich chyb hn na kvali-

tu identifikace.

Pozaduje se: Najit takovy odhad c¢", kter§y maximalizuje ukazatel
kvality
N
n=;;
tj. najit
c" = argmax(u(c'). (5.9.1-6)
CI

Pozn&mka k formulaci problému: Specifikou je zde pouZiti chyby

(h), kter& neni line&rni funkci rozdilu pozorované a modelové
hodnoty vystupu, nybrz estimaéni irrelevanci. Druhou zvlaitnosti
tohoto pfistupu bude takova volba funkce k (5.9.1-4), aby se u-
kazatel kvality (5.9.1-5) stal aditivni gnostickou charakteris-—

tikou. Jako pfiklady mohou slouZit niasledujici funkce:

k,(h) = f:= V1 - n?, (5.9.1-7)
ky(h):= -(1-h)log(1-h)-(1+h)log(1+h), (5.9.1-8)
ky(h)i= £2/2, (5.9.1-9)

ProtoZe h je estimadni irrelevance, jJe k1(h) vérnost a maximali-

zace ukazatele kvality je obdobou podminky, =z niZz se hledéa

m-odhad parametru polohy v 5.7 p¥i M=2, kdeZto k3<h) je obdobou
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piripadu M=3, Kritéria kvality maji proto interpretaci jako wve
vété 15.d a 15.e.

Porovnanim (5.9.1-8) s (3.9.1-4) se pPesv&d&ime, Ze funkce kz(h)
se shoduje s IJ, takZe ukazatelem kvality je v TfTomto piipadé

soudet estimadnich zmén informacej ten Jje maximalizovan, aby
byly minimalizovany celkové ztraty informace ide&lnich gneostic-—
k¥#ch cykll uréenych viemi aproximadnimi chybami modelu. Uvidime,
Ze vEechny t#i gnostické charakteristiky vedou k —robustnim

TeSenim Qlohy a %e se 1i$i1 stupném robustnosti.

Oznafme ¢ j—tou iteraci vektoru parametrii ¢ a zadejme
j 0
nap¥. jako nulov§y vektor. Pro

z' = exp(¥(c ,x')) (5.9.1-10)

on’ .
i n

10

zavedme sloupcov§ vektor (gradient)

.= ((PF_ oF_
5'_ ((rac lj"',(-ac )9

T
! Do x - ,E.) /zén (5.9.1-11)

J n j n

a pro qé=q(g_,§',yé) oznadeni
i n

(1), (pk -
ko is= (@E)q" (5.9.1-12)
n
2
(2)._ (2°k (5.9.1-13)
k 1= (==-%) .
= 3h2 9y
Pak je dalsi iterace urdena vzorcem
N N
B 4. (2) Ty=1, 2, (1)
¢ = E,+(§:Ifnkn g g ) (éiankn & )s/e, (5.9.1-14)
i+ J ql nn n n

kde fn=(1—h(q$)2)1/2 a kde hodnoty vZech funkei jsou vypodita-—

ny s uzitim j-té iterace parametrick&ho vektoru (¢ ) pro i-

_ J
ty pozorovan§y vstupni vektor x'. Pod (.) 1 se u regularni ma-

. . ar s st .
tice rozumi jeji inverze, u sifigularni matice pseudoinversze.
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5.9.2 Robustnost gnostického FeSeni identifikaéniho problému

Podivejme se na vysledek (5.9.1-14) z hlediska metody nejmen3ich

gtverci. Zavedme vektor

g'i= (£° %kg‘gj)g (5.9.2-1)
n n
a skalar ot o k(1)(—k(2))_1/28/2. (5.9.2-2)
n n n
Pak lze (5.9.1-15) prepsat ve tvaru
i T N
c -—c = (Zg'g' )T(S gle'), (5.9.2-3)
3+1 k] n=1 n n n=’1 n n
coz je TeSenl preurdené soustavy lineadrnich rovnic typu
g'T(g- - 9.) = el (n=1,...,N) (5.9.2-4)

n Jj+1 b
metodou nejmensich &tvercd, avSak oproti pPfimému pouZiti této

metody k vfchozim datdm jJje tu podstatny rozdil: gradient g vy-
tvaFi nov§y vstupni vektor g' (5.9.2-1) s vahou,kterid se podstat-

né méni v zivislosti na vztahu i—-té rovnice k vytvafenému modelu

tak, Ze vaha rychle kles& pri vzdalovéni y! od F(e",x'). Tim se
’ n

identifikadni proces f(finné chréni proti hrubym chybam dat,
zrobustnuje se. Zminéna proménné vaha tedy plsobi jako filtr na
strané vstupnich proménnych. Obdobnou filohu neline&drnihe filtru
hraje vztah (5.9.2-2) pro v§stupni, zavislou promé&nnou. Popsanou
gnostickou identifikadni ﬁetodu miaZeme tedy pfirovnat k postupu,
pFi némZ by se metodou nejmensSich &tverct =zpracovavala vstupni
i vystupni data, zbavovand poruch pomoci vhodnych nelinearnich
filtrtt. Uvedme analytick§ tvar té&chto filtrd pro +t¥i konkrétni
typy gnostick§eh kriteridlnich funkei k,, k, a k3 (5.9.1-7)-(5.

9.1-9). V¢sledky jsou shrnuty v tab.2.

Pri slabfch chybhch daji vSechny tfi kriteri&lni funkce shodné
visledky (takové, jaké by dala metoda nejmensich &tverct). Za
této podminky se "filtry" neuplatnuji, v&hy s&itanch matice
soustavy rovnic v (5.9.1-14) konverguji k jedné a vaihy s&itancth

na pravych stran&ch rovnic k pom&rnym chybam (exp(yﬁ)/zén~1).
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P¥i chybach dat , pfevySujicich zhruba 2% , tri gnostickeé
kriteriadlni funkce potlafuji vliv hrubych chyb jak lev¥ch, tak
pravich stran systému rovnic (5.9.2-4) tim vice, &im v&tsi je
chyba. To zrobustﬁuje PeSeni vzhledem k chybam nezévislych 1

zavislych promé&nnych.

Tab.2: Vadhy sé&itancti v rovnici (5.9.1-14).

1
!
| |
' ¥riterialni 1 1
1 1 i
(3) 1 funkce k. _ (@) } _ () ;
1 J n Jn n Jjn 1
-~ E T ___ ! o= - __ ::_.__::::::::::::::;
1] k, | £ Sf_h/2
2
2 k2 fn anarctanh(h)/E
3 ky fi S£on/2

Interpretace téchto gnostickych kriteri&lnich funkci jJje obdobou

vé&ty 15: Funkce k1 je mirou sniZeni termodynamické& entropie dat
identifikaéni "filtraci", f{funkce k2 hodnoti odpovidajici zvysSeni

mnoZstvi informace a k3 zvySeni zobecnéné informaéni entropie.

5.9.3 Statistické vlastnosti gnostického identifikadniho procesu

Podminkami, za nichz lze vyéﬁuvedeny postup interpretovat sta-
tisticky a aplikovat na néj znamé statistické asymptotické vi-
sledky, stejné jako v pPfipadé m-odhadl parametru polohy, se za-
b{vala J.Novovidovéa [35]. Ukazala, Ze lze-1i vstupni i v¥stupni
data uvaZovani gnostickou formulaci régresni {1lohy povaZovat =za
N-tici pozorovani nezavislfch sfejné rozd&lenych nédhodnych vek-

tort (yn,g ) a jsou—li chyby modelu (tj. log(qn) pro q,  dle (5.
n

9.1-2)) nezavislé na x , pak lze vzajemn& jednoznadnymi trans-
. n



formacemi pFevést gnostické fe§eni regresni (lohy na typ. =zafa-
diteln¥ do t¥idy statistickych m-odhad® parametrt regresniho mo-
delu, jejichZ asymptotické vlastnosti jiZ byly analyzovény.

5.10 DalSi moZnosti vyuZiti gnostické teorie

Ramec této prace nedovoluje zabyvat se podrobnéji daldimi zpiso-
by vyuZziti v¥ysledk®l gnostické teorie. Za zminku nepochybné stoji
zkuBenosti J,Votruby D ], D?], ktery po dlouhé&m a malc plodném
ovéfovani riliznych-v literatuPe doporudovanych-zplsobl zrobustno-—
véani experimentéalni identifikace parametrd systému obyéejn¥ch
diferenci&lnich rovnic pouZil jako kriteri&dlni funkci gnosticky
rozptyl, a tim pronikavé zlep8il kvalitu vysledkG. Takto lze roz-
vijet i jine v&éehvedené visledky a postupy. PFfikladem miZe byt
vyuziti metody dle 5.9 pro robustni filtracl a daldi operace na
gasovych Padach, pro monitorovani procesid. Obdobou této metody
Je robustni odhadovéni druhych statistickych momentd, robustni
odhadovani derivaci procesd, zrobustnov&ni neline4rniho systému
automatického Fizeni [34] a Jiné jiZz ovéFené postupy. 0 takovich
mozZnostech se zminime v nasledujicim struéném prehledu jiZ exis-

tujiciho gnostického programového vybaveni.

6 Vivosg, ovERovANT A vyuZivAni enosTickf¢cH PRoGRAME

Tato kapitola struéné shrnuje informace o jiZ vytvofenich gnos-—

tickych programech a o nékterych v§¥sledecich Jejich ovérovani.

Gnostické programy vytvoFfené autorem lze rozdélit do &ftyr sku-—

pin, na analyzatory, monitory, identifikadtory a regulatory.

6.1.1 Gnostické analyzatory dat

Pod analyz&tory rozumime systémy gnostick¥ch procedur .uréenych
pro hloubkovou analyzu =zejména malych soubord silné rozptylenych

vzacnych i drahfch dat. Analyzédtory maji nasledujici funkce:
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Predzpracovani dat: Gnostické procedury zpracovavaji data odpo-

vidajici multiplikativnimu modelu (3.1-12), piridemZ se predpo-

klada neomezeny nosid R,. Aditivni data se proto konvertuji na
multiplikativni, omezené& noside na R+. Visledky se +transfor-

muji zpét do plvodnich stupnic.
féd&davani dat, manipulace se soubory, Fizenil operaci.

1 az 5.1.3. Testovani homogenity dle 5.2. Shlukova analyza dle
5.3. Odhadovéani ditribué&nich funkei a hustot dat &i pravdépo-
dobnosti dle 5.4 a 5.5. Odhadovani kvantild dle 5.6. Robustni
odhadovani parametrd polohy dle 5.7.1, 5.7.5 a 5.7.6. Interva-
lova anal$za dle 5.7.7, 5.7.8 a 5.7.9.
Interaktivni gnosticky analyz&tor GA1 [38] byl wvyvinut prc osobh-—
ni po¥itad SINCLAIR-Spectrum 48K, pozd¥&]i byl pFfeveden na PMD-85
a v soudasné dohé jJje Jeho roz8ifen& verze GAPC [39] k dispozici
i pro tfidu poditadéd kompatibilnich s IBM-PC. Pro vyuZiti v dav-
kovém reZimu byl vyvinut systém gnostickjch procedur GSP L#O]
pro stfediskové poditale IBM &i JSEP.

6.1.2 Gnostické monitory procest

Gnostickymi monitory nazyvame programy pro priubéiZné zpracovani
¢asovych fad za Gfelem kontroly a Tizeni procesti. Prvni gnostic-—
ky monitor GM?1 feSil Qilohu robustni filtrace d&asové Tady jako
gnosticky m-odhad dle 5.7.5 v aplikaci na posledni N-tici pozo-
rovanych hodnot (manipulace s daty typu "klouzavé okno") [41].
Jeho vyhodou je pouZitelnost i pro procesy s multimodadlni husto-
tou dat, tento monitor miiZe signalizovat porufeni unimodality a
sledovat souasné dva i vice modd. Nevfhodou je vypodetnl narod-—
nost. Jeho obdobou byl monitor GM3, specializovany na pribéiné
odhadovani pravdépodobnosti jevu h?]

Podstatné zrychleni a zjednoduSenl algoritmu pFfineslo vyuziti
modifikovaného vzorce (5.9.1-15) pro monitorovaci filohu chépanou
jako identifikace parametru nejjednodu$siho modelu, pfredstavova-

ného funkci po Gsecich konstantni. Model.(5.9.1—1) je pak zjed-
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nodusen na Y= Con kde c, je neznAmy parametr modelu. Modifikaci
je zde exponenci&lni zapominini, které umoZnuje vyuZit tohoto

postupu i pro pomalé zmény kvazikonstanty Co* Realizaci byl

program GM2 [ﬁB], jehoZz vysoka robustnost umoZnila aplikovat na
filtrovanou radu optimalni lineAdrni derivadéni operatory @4],
{(uZivajici teorii zobecn&nfch linedrnich operatornd 45]), a do-
plnit tak funkce monitoru Gi2 o robustni odhadovéani prvni a dru-
hé derivace, coZ realizuje monitor GM4 [ﬁé]. Jak GM2, tak GU4
pracuji rekurzivné, tim jsou minimalizovaAny naroky na vypodetni
gas i pam&t. Proto jsou tyto programy dobie pouZitelné pro pra-—

ci v reédlném dase procesu.

VSechny gnostické monitory jsou vybaveny pro nasledujici funkce:

— odhadovéani lok&lniho parametru mé&ritka SL dle 5.1.1;

— robustni filtrace &asovjych fad dle 5.7.5 nebo dle 5.9;

— odhadovani odek&vanosti nejnovéjdiho data dle 5.4;

— pribé&iné odhadovini mezi intervalu typickfch dat dle 5.7.1;

— registrace &etnosti neodekiavanych dat;

— pribdZna klasifikace dat {(podtypick&/typick&a/nadtypicka).
Krom& sledovani fGrovn& procesu (a v p¥ipadd GM4) jeho +trendu i
zrychleni) plni tedy gnostické monitory v§znamné diagnostické
funkee, kontroluji stacionaritu procesu, signalizuji jeho néhlé
zmény apod. Tytec funkce i robustnost a adaptibilita monitorda je
¢ini vhodnf{mi pro praktické pouziti v systémech s vysokou spo-
lehlivosti @7].

6.1.3 Gnostické identifikéatory

Prvni aplikaci metody dle 5.9 na pfipad lineadrniho vicerozmérné-
ho modelu [&8] byl program GI1 pro poéitaé SINCLAIR-Svectrum
48K. Rovnice (5.9.1-15) se v tomto programu Fe®i rekurzivné a je
zavedeno exponenci&lni zapomin&ni; program lze pouzit i k pro-
b&Zné identifikaci modelft vicerozmé&rnych &asovych *Fad. Jako
gnostick®& monitory je i tento program vybaven diagnostickymi
funkcemi a je poufiteln¥y v reéiném éase procest. Po doplnéni to-
hoto programu o dalsi funkce byla vytvorena jeho verze pro poéi-
tade t¥idy IBM-PC @ ], znafend GI2. VyuZitim obdoby postupu dle
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5.9 byl vytvofen program GK1 [5OJ pro robustni odhadovéni
prvnich a druhych statistickych momentd dvojic pozorovéni dvou
synchronnich procesd. Doplnénim o malou databazi byl =z tohoto

programu vytvoten program GK2 [51];

©.1.4 Gnosticky reguléator

Pro vyuZiti ve zpétnovazebnich systémech automatické regulace a
programovéhe Tizeni se nabizil nékolik moZnych zplsobu:

a) misto akéni velidiny "eukleidovského" typu, t.j. linearni
funkce odchylky pozorované hodnoty regulované velidiny od
zadané hodnoty pouZit estimadénl irrelevanci;

b) m&Fené hodnoty robustné filtrovat gnostickym monitorem;

¢) v systémech typu PID odvozovat alespon derivadni a propor-
cionédlni sloZky gnostick§m monitorem;

d) ¥idit podle vystupu gnostického prediktoru;

e) v systémech Fizeni s pribé&Znou identifikaci objektu pouzit
gnosticky identifiké&ator.

Kazd§ z té&chto zplisobi pfedstévuje z teoretického hlediska samo-—
statny problém, nebot do soustavy zavadi siln& neline&rni prvek

a tim znesnadﬁuje vyuZiti line&rnich metod analjyzy a syntézy re-
guladnich obvodl. Zato viak lze takto ziskat podstatné zrobust-
néni vzhledem k silnym vnéjs$im i vnit#nim porucham. To se plné
potvrdilo programem GR1, kterf{ realizoval zplsob a), jak se 1lze
presvédéit z vysledkl uvedenych v b&]. Byl simulova&n dvouroz-—
mérny systém Volterrovych rovnic popisujicich dynamickou inter-
akcl sloZek nestabilniho pfirodniho systému za plsobeni n&hod-
nych poruch, pozorovany se znaénou neurditosti a Pizeny neli-
nearnim reguladtorem. Metoda dle a) podstatné =zv§3ila kvalitu

rizeni.
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Ani dikazy o asymptotickém chovani odhadt, ani o rychlosti uby-
vani vlivu odlehl¥ch pozorovani nepostaduji pro posouzeni prak-
tické pouZitelnosti odhadd. Proto je nevyhnutelné doplnovat teo-—
retické anal$zy jak simuladnimi studiemi, tak i porovnavanim vy-

sledkll ziskanych riznymi metodami na realn{ych datech {52].

6.2.1 Srovnani statistickych a gnostickych odhadd parametru po-

lohy na re&lnych datech

Pro studii o aplikovatelnosti glob&dlnich gnostickych odhadl pa-
rametru polohy dle 5.7.6, u nichZ nejsou znAmy asymptotické sta-
tistické vlastnosti, byla pouvZita data a vysledky z dobfe znamé
prace prof.Stiglera =z MIT [52]. V jeho praci bylo testovano kro-
mé dvou “"klasickjch" metod (aritmeticky prim&r a mediln) devét
robustnich a adaptivnich statistick$ch metod odhadovani paramet-
ru polohy, doporudenych experty zastupujicimi rdzné vHvojové
sméry robustni statistické teorie. Jako nesporné realnad data by-
ly pouzity vysledky slavnych fyzik&lnich experimentd z 18. a 19.
stoleti, uspo¥ddané do 16 soubort, z nichZ kaZdy obsahoval zhru-
ba dvacet mé&reni téZe fyzikalni velidiny. 35lo o nasledujici ex-—
perimenty:
1) Shortovo urdovani sluneéni paralaxy (r.1763, osm souboril)
2) Newcombova m&Ffeni doby, za kterou sluneéni paprsek projde da-
nou vzdalenost (r.1882, t¥i soubory)
3) Michelsonovo m&¥eni rychlosti svétla ve vzduchu (r.1879, pé&t
souborl).
Ve studii [53] byly Stiglerem testované metody roziireny o 2zmi-
nénou gnostickou metodu a ke srovnini vysledkl® byly pouZity ty-

t&Z chybové funkce: Budiz E . (n=1,..,16) '"spravna" hodnota pro
n—-ty datov¥y soubor a Emn jeji odhad po¥izeny m—tou metodou (m=1,

..,12). Oznadme

12
D, = (1/12) %mm— E | (6.2.1-1)

takZe
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e..=|E - E I/D_ (6.2.1-2)

je relativni chyba odhadu n-té& velidiny m-tou metodou, umoZnuji-
ci porovnhAvat vysledky m&Ffeni rdznych fyzik&lnich velidin. Jako
spravny vysledek pouZil prof.Stigler dne$ni hodnoty hledangch
velidin a dospél k zavéru, Ze "moderni robustni odhady nemaji
cenu ani &asu spotfebovaného poditadem". Na metodickou vadu to-
hoto hodnoceni poukazala prace [53] s tim, Ze citované historic-
ké vysledky byly silné vych¥lené, a proto dnes zn&mé hodnoty ne-
lze ke srovnani pouZit. Hodnoceni, které bylo provedeno v [5&]
podle rozptylu vysledkh jednotlivych metod, ukazalo, Ze vyuziti
robustnich a adaptivaich metod p¥indZi podstatny efekt. V [33]
byly jako "spravné" hodnoty pouZity oprim&ry odhadd téZe ve-
liéiny ziskané vZemi testovanymi metodami. Tento postup byl zdi-
vodnén testem normality souboru chyb v3ech odhadd vZech velié&in.
Kvalita odhadu m-tou metodou pak byla posuzovéna tremi zplsoby:
a) podle absolutni hodnoty prﬁ?grné chyby|ij— 1|, kde

ZLm= ;é;enm’ (6.2.1-3)
b) podle stiedné kvadratické chyby

2
dm - %(em—/&m) /16, (6.2.1-4)
c) podle rozpéti
R, = mix(emn) - mig(emn). (6.2.1-5)

Visledky jsou shrnuty v tab,3.

Testované statistické metody maji - pro néjakia rozdé&leni - asym-—
ptotické vlastnosti obvykle povaZované za nutné. U gnostického
glob&lniho odhadu lze odek&Avat pro mnoh& rozd&€leni asymptotické
vych§leni a inkonzistenci. Pfesto se pFi uvedeném testu tento
odhad Jevi v pifiznivém svétle. Jako moZné vysvétleni lze nabid-
nout teoretickou (gnostickou, informa&ni) optimalitu tohoto
odhadu, uplatnujici se =zejména v neasymptotick§ch situacich.
Uvedené srovnani rovnéZz ukazuje, Ze statistické odhady se stejné&
dobrjymi asymptotickjmi vlastnostmi mohou dat p¥i aplikaci na ma-
lé soubory readlnych dat vysledky velmi rizné kvality. Je ale ta-
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ké patrné, Ze pouZiti modernich robustnich metod "m& cenu é&asu
poéitade'", zvlasté pPfihlédneme-1i k porizovaci cené& zkoumanjych
dat a k obtiZnosti zv§Seni pfesnosti visledkd zdokonalenim méri-

cich metod.

Tab.3: Srovnéni klasick§ch, adaptivnich a robustnich statistic-

k¥ch odhadli parametru volohy s globalnim gnostickym odha-

dem.
CHYBY O DHADU
H m Typ odhadu j———————
: 6m . 1] R
: 1 i Gnosticky globalni P0.038 0.0017 ¢ 0.139 i
{2 I Hoggliv T1 i 0.061 :  0.017 0.261
: 3 i 25% - useknuty i 0.070 i 0.029 i 0.261
; 4 ¢ Edgeworthiav P 0.079 0.011 i 0.273
H 5 i 15% — useknuty 0,104 0.032 ' 0.447
H 6 { Tukeyho "Biweight" Po0.131 i 0.043 i 0.631 i
: 7 } Andrewstiv AMT Po0.147 G 0.025 : 0.660
i 8 : Hubertiv P15 0,210 i 0.083 ; 0.85%6 3
: 9 i 10% — useknuty Po0.211 0.097 i 0.821 ;
! 10 i Aritmeticky primér P0.212 i 0.078 ; 1.055 i
{141 i Median i 0.278 i 0.124 i 0.962
i 12 i Outmean i 0.610 i 0.086 i 2.603

6.2.2 Simulaéni srovnani robustnich estimatort polohy

Priznivé vysledky predchlzejiciho srovnani podnitily vzajemné
srovnavanil metod odhadovani parametru polohy za statisticky de-
finovanych podminek, ve véti3im rozsahu a systematiétéjsim zpiso-
bem. K tomu byl vyvinut simulaéni a testovaci program KOV SHC
[32}, ktery vyuZiva knihovnu gnostickych procedur GSP [40]. Pro
zadany rozsah soubor@l {(testovaly se soubory 8, 16 a 32 dat) se
generovala pseudonidhodnid data majici distribuci D(.), kterad je
line&rni kombinaci z&kladni distribuce Z(.) a kontamina&ni dis-
tribuce K(.): ’

D(.) = (1-e)Z(.) + eK(.) (0<e 1), (6.2.2-1)
Jako zakladni rozdéleni se pouzilo bud normalni N{0,1), nebo
Cauchyho rozdéleni C(0,1). Kontaminujicim rozdé&lenim pro N bylo

C & naopak. Testoval se i vliv nesymetriéké kontaminace tak, Ze



zédkladni rozdé&leni N(0,1) se kontaminovalo rozd&lenim C(B,1), &i
rovnomérnym rozdé&lenim U(0,B). Z gnostickych odhadl se testoval
robustni odhad medi&nu dle 5.7.1, gnosticky m-odhad dle 5.7.5 s
M=3 a glob&lni gnosticky dle 5.7.6. Ze statistickych odhadld byl
testovan aritmeticky prtmér (jako eficientni odhad pro normi&lni
rozd&leni), medién (jako nejlepsi statisticky odhad pro Cauchyho
rozdéleni), useknuty 12.5% a useknuty 25%, ktery se mezi robust-
nimi odhady dob¥e umistil i v tab.3, Proc kaZfdou kombinaci para-—
metrk bylo generovéano vidy 60 nezavislich realizaci testovacich
soubord. Generovanéd data odpovidaji aditivnimu gnostickému
modelu, proto byla pfed dosazenim do gnostickiych procedur
exponencializovana a parametry polohy +transformovany zpét.
Shrnme hlavni visledky studie 132]:

1) Vliv nepfeshbsti odhadu parametru mé&fitka na gnostické od-
hady parametru polohy je u glob&lniho odhadu slaby, u m-od-
hadu v Sirokém rozsahu zmén méfFitka zanedbatelny¥ a u ro-—
bustniho medi&nu prakticky nulovf{. Proto bylo rozhodnuto
testy provadét pfi pevném parametru mé&fitka, a to i za cenu
sniZeni kvality gnostickych odhadf.

2) Kvalitativni vysledky srovnavéni zlstavaly stejné pro +tri
kritéria kvality: stfednékvadratickou chybu, stfedni abso-
lutni chybu i rozpéti chyb.

3) Pro nekontaminované normalné rozdélena data prevysila chyba
gnostického medianu a globadlniho odhadu chybu eficientniho
odhadu (priméru) jen o nékolik procent.

4) Pro nekontaminovan& cauchyovskéa data previsila chyba téchto
gnostickych odhadl chybu vybérového medié&nu také jen o né-
kolik procent, zatimco gnosticky m—odhad byl lep$i neiZ v§-
bérovy medién.

5) P¥i silnych symetrickich kontaminacich (e=0.25 aZ 0.75) se
gnostické odhady osvéddily zhruba stejné dob¥e jako silné
(25%) useknuty primér a medién, které byly ze statistickych
odhad® na téchto datech nejlepsi.

6) P¥i slabjych symetrickych kontaminacich symetrickjch dat je
gnosticky globalni odhad a gnosticky median o néco 1ep§i?
nez gnosticky¥ m-odhad. )
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7) P#i silnych nesymetrick§ch kontaminacich, kdy vEechny tes-
tované statistické odhady s ristem vych$yleni poruch mono-
tonné zvysuji chyby, se osvé&diuji gnostické m-odhady a glo-
balni odhady podstatn& lépe.

8) Za situace podle bodu 7) je vibec nejlep&im odhadem gnos-
ticky m-odhad.

Na obr.5 je zn&zornéna zavislost 1logaritmu primérné absolutni
chyby srovnavan§ych odhadd na vychyleni B v modelu dat (6.2.2-1)
pro zadkladni distribuci N(0,1) a kontamina®ni C(B,1) p¥i e=0.5,
pro datové soubory tvorené osmi daty.

Podrobnéji jsou jak metoda, tak vysledky srovnadvéni k dispozici
v [32] . Ve sv&tle t&chto vysledkd lze fspéch gnostického global-
niho odhadu ve srovnavaci tabulce 3 priditat i pritomnosti jed-
notlivych hrubych chyb, které nejsou vykompenzovany chybami s o-
padnym znaménkem. U malych datovych souborti tomu tak ale byva

pomérné& &asto.

6.2.3 Simulaini testy glob&lnich distribu¥inich funkci

Publikace [34] podnitila fadu simula&nich testd glob&lnich gnos-—
tickyeh distribudnich funkei a hustot [28], které doplnily nume-
rickou studii konzistence t&chto odhadd, o nichz jsme se zmino-
vali v 4.,4.5, Ze 7 rdznych unimodalnich distribuci pouze v jedi-
ném pripad& (rovnomérné rozdé&leni na (0,1)) nevySel +test dobré
shody, av8ak -~ jak bylo dodatedné ukéazano - jen proto, Ze Dbyla

opomenuta transformace dat na neomezeny nosié H+. Z testovanych

distribuci byla pfitom konzistence odhadu zaji%téna pouze v jed-

nom — log-logistickém - pFipadé.

Koncepce gnostické teorie byla zaklidéna zejména s vé&domim po-
t7eby Te8it filohy, u nichi je obtiZné pFedpokl&dat nebo ovérovat
statisticky model. Proto jsou dileZitou soudasti vyvoje gnostic-
kfch metodik i praktické aplikace. Uvedme nékteré piiklady.



- 130 -

6.3.1 Vybérova kontrola stacionarity a homogenity vyroby

Pro robustni kontrolu kvality hromadné&ho vyrobniho procesu che-
mického prdmyslu byl s uZitim gnostického analyzétoru GA-PC
navrzen gnosticky test [55]. Jeho vlastnosti jsou ilustrovany na
obr.6 a 7. Obr.6 znhzornuje empirickou distribudni funkei kvali—
tativnich ukazateld (z) deseti n&hodn& vybranych vzorkt virobks
z Jjednodenni produkce, kdy viroba probihala ve standardnich pod-~
minkach. Glob&lni distribuéni funkce 2 (4.4.4-3) vyhovuje tes-

tu homogenity 5.2, je v dobré shodé& s empirickou distribudéni
funkeci a hustota dat (4.4.4-5) je unimodalni a symetricka. Jiné-
mu dni a nestandardnim podmink&dm vyroby odpovida obr.7. Globalni
distribuéni funkce zde testu homogenity nevyhovuje pro zna&nou
neshodu s empirickou funkei pro spodni trojici dat. Pouzije se

aditivni gnosticka distribudni funkce D (4.4.1-3); ta ma i pfi
nezméné&né hodnoté parametru méritka SG dvoumodalni hustotu {(4.4.
1-7), jak je patrné na obr.7. Po p¥echodu k parametru mé&ritka SU

zajistujicimu dobrou shodu, se odd&leni nejmendich dvou dat

je8té zvyrazni: soubor neni homogenni, dvé data jsou odlehla
jisté a tPeti je na hranici mezi hlavnim shlukem a odlehlymi
daty. Zajimavé je porovnat Zarkované kFivky prisluSejici globél-
nim funkcim na obr.?7 s obr.6. UkaZ%e se, Ze se 1i3i pouze hori-
zont&lnim posunutim, jejich tvar je témé¥r shodny. Sedm dat na
obr.?7 nehledé na pritomnost odlehlych dat postadilo k dobrému
odhadu posunuté distribuini funkce standardni produkce. To lze
povaZovat za projev robustnosti globadlni distribuéni funkce.
Zavér testu z druhého dne je: Nehomogenita vyrobkdi a v¢znamny
pokles celkové kvality.

6.3.2 Priklad gnostické shlukové analyzy

Na obr.8 je uveden priklad shlukové analyzy naukometrickych dat
[55], provedené podle 5.3. Zkoumanid data predstavuji rolni polet
fyzik&lnich publikaci rdzn¥ch stiatd svéta, vztaZen§y na milidn o-
byvatel p¥islu3ného stétu. Symboly st&td jsou uvedeny v blizkos-
ti dat na horizontélni ose, grafy zobrazuji aditivni hustotu dat
dle (4.4.1-7) pro rizné hodnoty parametru m&¥itka. Pro hodnotu
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SG dle (5.1.2-1) zdfiraznuje hustota skupinu vysp€lych statd jako

celek, po malém sniZeni parametru mé&¥itka se vyrazné odd&li roz-—
vojové staty od vysp&lych a skupina vysoce produktivnich se &té&-—
Pi na dvé podskupiny: v niZ3i dominuji socialistické staty a ne-
utrédlni kapitalistické zemé&, ve vys3i USA se svymi spojenci. P¥i
dal8im sniZovéani parametru mé¥itka se objevujii jestd jemnéjsi

struktury.

6.3.3 Priklad gnostické intervalové analjzy

Také tento pfiklad pochézi 2z analyzy naukometrickych dat [55].
Ukazuje, Ze klasifikace dat pomoci intervalové analizy dle 5.7.7
a 5.7.8 miZe 0&inn& doplnit shlukovou analyzu provadénou pomoci
aditivni hustoty dat. K tomu v [55] poslouZila data, urdenid jako
pomeéry publikaénich aktivit v rGzn§ch oborech fyziky. Z visledkt
uveden§ych v [55] lze usoudit, Ze tato analyza je znadné& robustnit
k né&hodnym vlivim a mohla by byt vyuZita k racion&lnimu ¥izeni

investic do rlznych v&dnich obord.

- 6.3.4 PFiklad uZiti toleranénich intervalld parametru pclohy

PFi zkoumani transportu draselnych iontd do bunék fas Hydrodic-
tyon reticulatum vznikla v Mikrobiologickém Ustavu (SAV potfeba
usporfadavat intenzity vlivu fady inhibitord na z&klad& malych a
silné rozptylenych dafovych soubort. K tomu byly vyuZity *ole-
randni intervaly gnostickych M-odhadd parametru polohy dle
5.7.8. Na malé &asti experimentalniho materi&dlu, kde mohly bit
vyuZity statistické testy zaloZené na Studentové rozdéleni, byly
gnostické a statistické vysledky ve shodé. Gnosticky postup viak
umoznil (spé3né vyhodnotit v3echny experimenty a dosi&hnout c¢ile
vyzkumu [5d .

6.3.5 Pfiklad uZiti globalnich gnostickych distribudnich funkeci

Vizkum dynamiky trhlin v napravach motorov§ch lokomotiv T478 na-
razil na cbtiZnou filochu odhadovaAni hodnot pravdépodobnostnich
distribuci =z dat. ObtiZnost spoéivala v malém mnoZstvi dat kai-

dého ze soubordl (data charakterizovala zavainé provozni poru-—
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chy), v jejich 2znad&né neurditosti (obvyklé pro spolehlivostni G-
daje) a zejména v nutnosti odhadovat pravd&podobnosti pro ex-
trémné nizké kvantily, nebof cilem vyzkumu bylo predeviim sta-

novit dobu iniciace trhliny a rychlost jejiho 3i¥eni. V té&chto
podmink&ch se plné& osvéd&ila gnosticki globhlni distribu&ni fun-
kce dle 4.4.4 svou znadnou robustnosti [5?]. Pro z&vére&né shr-
nuti visledkld rozs&hlé analjzy pak byla Gsp&3n& pouZita metoda
gnostické koreladni analyzy [511. Cely ukol byl fFesSen ve Vyzkum-
ném Qistavu CKD Praha.

6.3.6 Priklad uZiti gnostick&ho monitoru

Uvedme p¥iklad aplikace zatim nejpokrodilejfiho gnostického mo—
nitoru GM4 (viz 6.1.2). Tento monitor byl ve spolupridci s Pre-
rovskfmi strojirnami tspésSné uveden do provozu v automatizovaném
fidicim systému cementad¥ské pece [4 ]. Proces slinovéni je silné
nestacionarni a pro jeho Fizeni Jje nutné odhadovat 1 derivace
méfené teploty. Na obr.9 jsou uvedeny provozni z&znamy slinovaci
teploty filtrované gnostickim monitorem spolu s derivaénim vy-
stupem monitoru. Pro srovn&ni je uveden i vystup di¥ive uZivaného
lineédrniho &islicového filtru. Je patrné, Ze gnostick§y filtr l1lé-
pe vystihuje skutedny priub&h procesu.

6.3.7 Priklady uZiti gnostické identifikace regresniho modelu

Program GI1 [QB] realizujici metodu dle 5.9 byl poprvé ve vétsSim
rozsahu prakticky pouZit k analyze spolehlivosti jadernjych ener-
getickfeli tlakovednich Blokh v nesceialistickfok sthtech [58] .
Byla zkoumé&na zavislost provozuschopnosti blokii na jednotkovém
vikonu, G¢innosti a st&¥i, v &lenéni dle virobel a podtu chladi-
cich okruhfi. V§sledky potvrdily teoretické z&véry o zna&né ro-
bustnosti metody.

Dal8i zajimavou aplikaci tohoto programu byla identifikace eko-
nomickych modeld chemického primyslu USA a USSR na z&klad& v§-

sledkd dosaZenych v roce 1986 [EQ]; Zkoumala se zavislost zisku
a produktivity prhce na ro&nim obratu, z&kladnich fondech, ro&-
nich investicich a po&tu zamé&stnancid pro 23 chemick§ych koncerni
USA a 38 &eskoslovensk§ch podnikd chemického primyslu. Metoda se
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osvé&dé€ila nejen ve své hlavni funkci, p¥i robustnim odhadovani
parametrii linearniho regresniho modelu, ale i tim, Ze kvantifi-
kuje stupen pfislusnosti ka®dého =z datovfyeh vektord k tomu "jad-

" systému dat, které je chafakterizovéno v¥sledn¥m modelem. To

Tu
v uvedeném pripadé dovolilo rozdlenit podniky na ty, pro které
spolednf model dobfe vyhovuje ("stfedni"),a na mimoFfadné GspEEné
a mimofadné nehspéiné podniky. Visledky identifikace 1 klasi-

Tikace byly uznany za ekonomicky pln& interpretovatelné.

7 UPLATNENT GNOSTIKY V PRAXI

P¥i posuzové&ni stupné vyuZiti a rozZi¥enil gnostické teorie je
tteba uviaZit &asovy faktor (prvni +teoretické& publikace koncem
roku 1984), i aspekt kapacitni (vytvarenim teorie, programia i

jejich aplikacemi se v UTIA-CSAV zabjyval jedin§ pracovnik).

V letech 1983-8 se rozvijela prhce na zavadéni vysledkid gnostic-
ké teorie v LSSR v n&kolika smérech:

— pro &s. plynarenstvi (prib&Zné monitorovani technologickfych
parametri v systému automatického ¥izeni p¥epravy plynu);

- pro gener&lni feditelstvi k.p.Chemopetrol (Fizeni jakosti,
fizeni technologick§ch procest);

— pro k.fl.o. Datasystém Bratislava (vyvoj gnostického monito-
ru GM1 a knihovny gnostickjych procedur GSP);

- pro &s. geologii (vyvoj metod vyhodnocovani chemometrickych
analyz a geologickych standardil);

- pro n.p.Synthesia (v¥voj knihovny gnostickych procedur);

- pro 0.p.C0KD Praha (spolupriéce pPi vytvateni metodiky ana-
lyzy tnavovych lomi, spoluprice na modernizaci ¥izenl tep-
larenskych kotld);

~ pro k.p.35KODA (analyzy spolehlivosti jadernych elektraren,
v§voj diagnostick¥ch systémi pro jaderné eclektrarny).

Vétsina téchto praci byla profédéna na zaklad& hospod&¥skfch
smluv, jejichZ celkov§ objem je zhruba 1.2 milionu K&s.

Znadny zajem odborné vefejnosti o prhce na gnostické 'teorii a
jejich aplikacich lze dokumentovat 160 Zidostmi =z CSSR a 46 ze
zahranidi o separdty a jiné informace.

Gnostické metody sehraly vyznamnou filohu ve dvou kandidatskych
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dizertacich, které jiZ byly obh&jeny, v mikrobiologii [56] a ve
vyzkumu materiald b?]. Na zakladé gnostickych metod a algoritmd
bylo vypracovéno 7 p#ijatych FeSeni tematick§ch Gkold [38],[42],
[43],[46],[48],[50],[54]. Gnostické programy byly pfredéany trem
istavim CSAV a2 desiti vysokyu 3kolam na jejich 2a4dost k vyuZi-
ti jak ve vyzkumu, tak i pro v§uku.

Ze zzhrani&nich ohlas® na publikace o gnostické teorii ma zatim
nejaktivnéjsi pristup prace (28], vénovana jiZz zminéné teoretic~-
k¢ a simulaéni verifikaci globalnich gnostickych distribuénich
funkci. Tato prace byla provedena ve vyzkumném st¥edisku vojens-—
Icého n&mofnictva USA. 0 svych zamérech vénovat se vyuZiti gnos-
tické teorie dala zpravu dvé indickad védecka pracovisté. Inten-
zivné& probihajli prace na praktickém vyuZiti gnostickych algorit-

mi v Ustavu automatizace Korejské akademie v&d.

ZAVERY

Prijetim predpokladu o &ist& aditivnim nebo &isté multiplikativ-
nim vlivu neurlitosti na data a o nezavislosti tohoto vlivu na
volbé soufadnic, v nichZ je popisovan, 1lze vytvorit axiomaticky
z&klad, na némZz lze jednoduchymi prost¥edky matematické analyzy
vybudovat gnostickou teorii neurditosti jednotlivych dat. Ta do-
kazuje, Ze proces tvorby té&chto dat, kvantifika&ni proces, 1lze
adekvatné modelovat v geometrii Minkowského roviny, kdeZto geo-
metrie Eukleidovy roviny je vhodnym modelem estima&niho procesu,
procesu zpracovéani dat. Modelem vlivu individualni neurlitosti
jsou pak operidtory otaleni, které je ve smyslu tédchto geometiriil
ortogonalni. UZiti algebry parovych ¢Eisel umofnuje sjednotit
anal§zu obou procest a zjednodulit ji. Ukazuje se vyznamna Qloha
sloZek reprezentaci operidtord otadleni parovymi E€isly, vadhy a ir-
relevance data. Dvoji integraci z¥idel pole vah se dospéje k
funkci, kterid mi vlastnosti zmé&ny informace,zplisobené neurditos-—
ti, a jejiz argument m& vlastnosti miry, vyuZitelné jako odhad
pravd&podobnosti. MySlenkov§ experiment nabizi dals3i interpreta-
ci vadhy data jako entropie data. Irrelevance hraje roli chyby

data hodnocené ve specifické ~ kvantifikalni nebo estimalni -
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metrice. Uk&zalo se, Ze rozklad kaZdého neurd&itého data urdéuje
idedlni gnosticky cyklus, pro né€jz existuji v§znamné zakonitos~
ti. Estimaéni proces vedeny podél draéhy dané eukleidovsk§m ota-—
¢enim minimalizuje zvy3eni entropie i ztriAtu informace zplsobené
neurditosti,a je tak navodem k optim&lnimu zpracovéni dat. Z te-
orie idealniho gnostického cyklu vyplyvaji i vzorce pro hodnoce-
ni nevratnych zmén informace a entropie.

Grnostickd teorie neuréitosti jednotlivych dat Fe3i tedy uvedenim
zplisobem problém hodnoceni mnoZstvi neurditosti, kterad je v nich
obsaZena. Problémem teorie datovych souborid je zpisob skladani
neuréitych dat. K jeho Fedfeni se prijme kompozidni =zi&kon moti-
vovany existenci izomorfismu mezi kvantifikaZni strukturou neur-
¢ityech dat a strukturou jevld relativistické fyziky, pro néi je
skl&dani dano zikonem zachovéni energie a hybnosti, Takto skla-
dané véhy a irrelevance dat vytvareji gnostické charakteristiky
datovych souborl, vyznatujici se p¥irozenou robustnosti. Ty lze
vyuZit k Fefeni Fady filoh zpracovlni neuréitych dat. Ovéfovaci
studie i Fada pokusnych aplikaci doklada vfhodné vlastnosti me-—
tod zaloZenfch na gnostické teorii a jejich pogiitelnost v prak-
tickych podminkéch.

Autor nepovaZuje stav gnostické teorie, vyloZen§y v této préci,za
konedny a problematiku za uzav¥enou. Za Ospé&ch této prace by na-
opak povaZoval, kdyby byla p¥ijata jako otev¥eni novych cest, po

nichZz stoji za to jit dal.



- 136 -

PODEKOVANT
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OKRUH PAROVYCH CISEL TYPU C 3.4.1, s.15
OPERATOR OTACENI 3.4.2, s.22

OTACENI 3.4.2, s.21

PARAMETR

- méfitka 3.1, s.9

- polohy 5.7, s.106

PARZENOVO JADRO 3.9.2, s.59

PAROVA CISLA, 3.4, s.17

- argument 3.4.2, s.25

~ C-ortogonalita 3.7.2, s.39

-~ modul 3.4, s.17

~ sdruZeni 3.4, s.17

~ transponovanid 3.4, s.17

PAROVA FUNKCE 3.5, s.27
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PAROVA PROMENNA 3.5, s.27

POMERNA C-DELKA cesty 3.7.3, s.41

POZNAVANA kvantita 2.2, s.6

PRESNA DATA 4.1.2, 5.80

RELATIVISTICKA STRUXKTURA 3.11.1, s.75

REZIDUUM

~ entropie 3.10.3, s.72

~ informace 3.10.3, s.72

ROBUSTNOST

- aditivnich distribuénich funkei 4.4.3, s.94

~ gnostické charakteristiky 4.3.2, s.89

- gnostick§ch M-odhadd parametru polohy 5.7.3, s5.109
~ glob&lni distribuéni funkce 4.4.5, s.96

— gnostického re8eni identifikaéniho problému 5.9.2, s.119
- vnéjsi 4.3.2, s.90

- vnit¥ni 4.3.2, s5.91

ROZPTYL

- data, datové dvojice 3.9.2, s.61

- datového souboru 5.7.2, s.107

RYCBLOST POHYBU po cesté& 3.7.1, s.38

RUSIVA kvantita 2.2, s.7

SDRUZENE parové &islo 3.4, s8.17

SKALARNI SOUCIN 3.4.2, s.19

SLOZKA parového &isla 3.4, s.17

STRUKTURA

- dvojic neuréitosti 3.2.1, s.11

- dvojic neurditych dat 3.2.2, s.11

- estimadni 3.6.3, s.34,35

- kvantifika&ni 3.6.2, s.33

- matic reprezentujicich data 3.3, s.13

TENZOR ENERGIE-HYBNOSTI 3.11.1, s.75

TESTOVANI HOMOGENITY datového souboru 5.2, s.103
TOLERANCNI INTERVAL parametru polohy 5.7.3, s.111
TRANSPONOVANE parové &islo 3.4, s.17

TRiDa ¢,(.) 3.5, s.28

TYPICKA data 5.7.3, s.111
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UDALOST

- estima&ni 3.6.3, s.34

~ kvantifikadni 3.6.3, s.34

- gnosticksd 3.6.1, s.31

UNIVERZALNI PARAMETR MERITKA 5.1.3, s.102
UHEL 3.4.2, s.22

(USEK CESTY 3.7.1, s.37

VAHA

- data 3.8, s.45

- datového souboru 4.1.2, s.80

VEKTOR RYCHLOSTI 3.7.1, s.38

VERNOST data, datové dvojice 3.8, s.45
ZACHOVANT NULY 3.5, s.28

ZMENA

- entropie 3.8.3, s.47

- informace 3.9.1, s5.53
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PREHLED SYMBOLS

<a1,a2,..,aN) ........ uspofadana N~tice
{a,’ vlastnosti a_} ... mnoZina prvkd (a)
Yo e e e e, univerzalni kvantor
D e e e e existenéni kvantor
B0 it i e i e e e e kongruence (3.4.1)
Dom{({) ..., v.... definiéni obor zobrazeni ¢
Ran({) ..o iiiiinn... obor hodnot 2zobrazeni ¢
Pr{.) ... prvni sloZka dvojice &i parového &isla
Sel(.) i e druh& sloZka dvojice &i parového &isla
gradC(Q) ........ veev... gradient funkce q (3.8.4-1)
Vé(q) ....... e ... divergence (3.8.4-6) gradientu
~—- ... pPifazeni oboru hodnot defini&nimu oboru
+= ... priFYazeni prvku definiéniho oboru prvku oboru hodnot

= ... "definuje se jako"

EP ... struktura

9 ... grupa

... derivace parového &isla u podle parametru

hodnota funkce f(x) v bodd x=a

a (4.4.1-2), aditivni datum jako prom&nné&

A (3.1-9), aditivni datum

A ... 3.1, mnozina dat

A@ 3.1, mnoZina idedlnich hodnot dat

ag v-- 3.1, ide&lni hodnota data

arg(u) ... 3.4.2, argument parového &isla u

¢ ... 3.4.1, neurdita, cé{j,ﬂ

Cé{J,I} ... 3.4.1, jednotka druhych sloZek parovych &isel
C'éﬁ,J} ... (3.7.3-11), komplementarni jednotka

obrazy gnostickych cest (k¥ivek)
&} ... (3.7.2-2), obraz estimadni cesty
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g} ... (3.7.2~3), obraz kontrakdni cesty

é& ... (3.7.2~1), obraz kvantifikaZni cesty

covc(.) ... (4.3.1-2), gnosticka kovariance

d ... (3.2.2-1), dvojice v dvojicovém modelu dat

dC(.) c.. (3.7.3-1), pomérna C-délka cesty

D ... (3.2.2-1), mnozina dvojic, nosi& dvojicového modelu

égn ... (3.2.1-4), nosié grupy dvojic neur&itostt

5%3 ... (3.2.2-5), nosi& grupy dvojic idealnich hodnot

Dom({) ... defini&ni obor zobrazeni §

eq .-+ 3.8.3, (3.8.3-6), zm&na termodynamické entropie data

I (3.4.2-39), jednotkové parové &islo m-té&ho druhu

exp(cﬂc) ... (3.4.2-31), parovy operator oti&eni

B ... (3.11.1=-2), tenzor energie-hybnosti

fo .- (3.8-1), vaha data

Fo (4.1.2-5), vaha datového souboru

fI 3.8, vérnost data

fZC (4.2-3), vaha ekvivalentu datové&ho souboru

(3.1-6), grupa neuréitosti

Al
Q

(3.2.1-5), grupa dvojic neurditosti

A
=1

(3.2.2-6), grupa dvojic ideadlnich hodnot dat

(o]

(3.3-13), grupa matic neurditosti

(3.3-12), grupa matic ide&lnich hodnot dat

P
=

3
o}

(3.6.2-7), grupa kvantifika&nich oper&torl otadeni

= =
o]

(o]

(3.6.2-5), grupa kontrakeci

(3.4.2-1), maticové reprezentace metrického tenzoru

109
(@]

gradc(q) ... (3.8.4-1), gradient funkece q jako parové &islo

GA1, GAPC ... 6.1.1, gnostické analyz&tory dat
GMt az GM4 ... 6.1.2, gnostické monitory procesi
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GI1, GI2 ... 6.1.3, gnostické identifikatory modeld
GK1, GK2 ... 6.1.3, gnostické korelatory
GR1 ... 6.1.4, gnosticky regulitor
he ... (3.8-2), irrelevance data
hyo oo (4.2-3), irrelevance ekvivalentu datového souboru
Ho ... (4.1.2-5), irrelevance datového souboru
H, H_ ... 5.2, hypotézy o homogenité datového souboru
A; v.. (3.9.1-7), informaéni funkce

3.4.1, neurdity parametr komplexnich &isel
I ... (3.4.1-10), imaginarni jednotka komplexnich Zisel
ig e (3.9.1-8), zména informace data
Iog o+ - (4.2-4), index datového souboru

3.4.1, neurdity parametr dvojitych &isel

(3.4,1-10), realné jedni&ka, jednotka druhych sloZek
dvojitych &isel

3.4.2, mnoZina kontrakci

(3.7.1-2), C-délka cesty gnostické ud&losti

(3.4.2-5), ortogonalni transformace roviny
(3.4.2-5), mnoZina ortogonalnich transformaci roviny

J
J
X
1o
L
&£
M (3.3-2), maticova reprezentace data
J“/ ... (3.3-3), nosi& maticového modelu dat
J%q ... (3.3-11), nosi& grupy matic neurditosti
D/Q (3.3-10), nosi& grupy matic idealnich hodnot dat
n
7
C

3.1, neurlitost

(3.2.1-1), neutr&lni prvek grupy neur&itosti

3.1, moZina neuréitosti

(3.4.2-18), mnoZina parovych &isel prvniho druhu s jed-
notkovym modulem

pg .- (3.9.1-3), argument informagni funkce
pJ(d) ... (3.9.2-1), distribudni funkce datové dvojice d

QPN (4.4.1-4), aditivni distribuéni funkce datového souboru
pro aditivni formu dat



N
R [c]

Te

Ran({)
Ren(u)
Rin(u)

R
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(4.4.1-3), aditivni distribudni funkce datového souboru

pro multiplikativni formu dat

(4.4_.4-3), globalni distribudni funkce datového souboru

3.1, mmnoZina kladnych readlnych &isel

3.1

kartézsky soulin m mnoZin re&alnych &isel

3.4.1, okruh vSech polynomd v neurcé¢ité ¢ nad t

readlnych &isel
(3.4.2~61), modul parového &isla

obor hodnot zobrazeni ¢{

(3.10.3-1), reziduum entropie

(3.10.3-2), reziduum informace
(3.6.4), mnoZina R+xR1

(3.1-7), parametr mdfitka

5.1.1, lok&lni parametr méritka

(5.1.2-1), globalni parametr méritka

(5.1.3-1), univerzilni pametr méritka

(3.2.2-7), struktura dvojic, dvojicovy model dat

(3.3-4), struktura matic, maticov§ model dat

(3.6.2-1), struktura dvojitych &isel prvniho
kvantifikaéni model dat

(3.6.3-4), (estimadni) struktura komplexnich &isel

(3.11.1-5), relativisticka struktura

(3.4.1-11), parové &3slo sdruzZené s u

(3.4.1-12), transponované parové &islo u

(3.

(3.
(3.
(3.
(3.
(3.

(3.
(3.

33—

4

4,

4

14), transpozidni matice

.1-5), parové &islo
4.1-8), jednotkov§ prvek algebry parovych &isel
4.1-11), sdruZené parové &islo |

4,

4.1-13), modul parového &isla

1-12), transponované parové &islo

1-2), podilovy okruh modulo polynom 2. stupné&

.2-33)~(3.4.2-37), mnoZina parovych &isel
druhu

€lesem

druhu,

m-tého
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v .. 3.7.1, cesta, krivka

Vg v (3.7.1-4), modulové slozka cesty

Vol * - 3.7.1, thlova sloZka cesty

ov -+ (3.7.2-1), (3.7.2-2), kfivka

¥ 3.10.1, def.17, ide&lni gnosticky cyklus

¥ ... 3.10.1, def.17, gnosticky cyklus

Yi¥oYyg v 3.1051} def .17, kvantifika&ni, estimaéni a kon-
trakéni cesta

v ... (3.7.1-8), vektor rychlosti

W ... 3.11.1, pomdrna rychlost souradnicového systému

wy () (5.7.2-2), urdujici vyraz pro gnostické m-odhady

X 3.5, prvni sloZka parového &isla prvniho druhu

X (3.3-1), slozka maticové reprezentace data

y 3.5, druhé& sloZka parového &isla prvniho druhu

Y (3.3-1), slozka maticové reprezentace data

zZ . (4.4,1-1), multiplikativni datum jako promé&nna

YA ee. (3.1-11), hodnota multiplikativniho data

oy o-- (3.1-13), i1de&lni hodnota multiplikativniho data

i (5.7.2-6) a dale, gnosticky odhad parametru polohy

Z0 5.7.7, gnostick§y m-odhad parametru polohy pro M>1

2L, ZU ... (5.7.7-2), dolni a horni mez intervalu typickjch
dat

Z0L, 20U ... (5.7-8), dolni a horni mez toleranéniho intervalu
parametru polohy Z0

Z2' ... 5.7.3 a obr.4, pridané datum libovolné hodnoty

¥ ... (4.1.2-2), def.19, datovy soubor

&£ ... (4.1.2-2), def.19, datovy soubor obsahujici L podsoubori

B, (3.4.1-15), bijekce Ro— U,

14 (4.3.2-1), citlivost gnostické charakteristiky

A (4.3.1~4), maximalni absolutni chyba dat souboru
9 (3.1-2), zobrazeni mnoZiny neurditych dat

7 ... (3.4.4-16), bijekce U~ Uy

v ... (3.1-3), zobrazeni mnoZiny neurditosti
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(3.1-5), zobrazeni kartézského soufinu mnoZiny idealnich
hodnot a mnoZiny neurditosti

(3.1-4), strukturni operace na mnoZiné& neurditosti
(3.2.2-3), zobrazeni ide&alnich hodnot a neurditosti na
dvojice

(3.3-5), zobrazeni datovych dvojic na matice

(3.6.1-1), zobrazeni datoviych dvojic na dvojita &isla
prvniho druhu, kvantifikaéni udalosti

(3.6.3-2), zobrazeni datovych dvojic na komplexni &isla
prvniho druhu, estimaéni udalosti

(3.1-2), pevna a promé&nnia standardizovan& chyba data,
argument dvojitého cisla

4.3.1, gnostickié charakteristika

zobrazenl mnoZiny ide&lnich hodnot na 31

(3.4.2-50), pevny a promé&nn¥y argument komplexniho &isla
3.4.2, 3.4.2, pevny a proménny argument parového &isla

(4.2-1),argument parového ekvivalentu datového souboru
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